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précession  des  équinoxes  sur  ce  plan.  L'étendoe  entière  de  la  vai 

•  de  l'obliquité  de  l'ccliptique  «st  réduite  par  l'action  du  Soleil  et 
Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre,  au  quart  à  peu  près  de  la  valeur  q 
aurait  en  vertu  du  seul  déplacement  de  l'orbe  solaire  « n9*  .29 

Formules  qui  déterminent  les  déplacemens  de  l'équateur  par  rapport 
cliplique  vraie  et  par  rapport  aux  étoiles ,  en  ayant  égard  à  la  fois  à 
Uon-  perturbatrice  du  Soleil  et  de  la  Lune. ...  v ...  i ;     t. 

Détermination  des  inégalités  qui  résultent  des  déplacemens  de  l'equdt 
sur  la  longueur  de  l'iinnée  tropique  et  sur  la  durée  du  jour  moyen.  -  n 
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Comparaison  des  formules  |yrëcëdentes  atix  obscï^raiions,  et  ea  partiealier 
à  robserration  chinoise  dé  Tcfaeoa*Ronç,  £Eiite  i,too  ans  avant  notre 
ère... no»  33,  34,  35  et  36 

Détermination  exacte ,  d'après  la  théorie ,  des  dimensions  de  la  petite  ellipse 
imaginée  par  Bradley  ponr  représenter  les  inégalités  du  mouvement  de 
l'axe  terrestre n«  87 

Expressions  nnmériqaes  des  yariations  séculaires  de  -l'année  tropique  ,  du 
jour  moyen ,  et  du  temps  exprimé  en  jours  moyens  solaires.  Ces  deux  der- 
nières Tarîalions  sont  tont-à^ait  insensibles  ,  et  la  durée  du  jour  moyen 
petit  être  regardée  comme  invariable ^ n®  38 

Équation  qui  détermine  le  rapport  qui  exista  entre  -  les  phénomènes  de  la 
précession  et  de  la  nutation ,  et  les  lois  de  la  densité  et  de  l'ellipticité 
des  couches  de  la  Terre ,  de  sa  surface  au  centre n®  39 

Les  résultats  précédens,  obtenus  en  regardant  la  Terre  comme  entièrement 
solide ,  s'étendent  au  cas  de  la  nature  où  elle  est  en  partie  recouverte 
d'un  fluide  en  équilibre ,  et  les  lois  du  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  autour  de  son  centre  de  grai*ité  soat  exactement  les  mêmes 
que  si  la  mer  formait  une  masse  solide  awec  elle no  40 


CHAPITRE  y.    Mouvement   de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son 

centre  de  gravité. 


Recherches  des  astronomes  et  des  géomètres  sur  la  libraiion  de  la  Lune.  Cir- 
constances particulières  au  mouvement  de  rotation  de  la  Lone ,  et  qui  obU-^ 
gent  de  lui  appliquer  une  analyse  diflPéccnte  de  ceUe  que  l'on  emploie  pour 
déterminer  le  mouvement  dé  rotation  et  la  Terre n*  4^ 

Équations  di£fe'rentielles  du  mouvement -de  rotation  de  la  Lune,  en  n'ayant 
égard  qu^à  l'action  de  là  Terre  snr  le  sphéroïde  lunaire n^  4^ 

Intégration  de  l'éqnation  qai  détermine  le  mouvement  de  la  Lune  autour  de 
son  axe  de  rotation , n*  4^ 

Conséquences  qui  résultent  de- la  forme  de  cette  intégrale.  La  comparaison 
des  observations  À  la  théorie  montre  qne  les  effets  qui  résultent  de  Pétat 
initial  du  mouvement  ont 'tout-k-'fait  disparu,  remarque  analogue' à  celle 
que  l'on  a  faite  relativement  à  ]a  Terre.  Les  lois  de  la  libration  conclues 
de  la  théorie  s'accordent  avec  les  observations ,  sans  qu'il  soit  besoin  de 
supposer  h  l'otigine  du  mouvement  une  parfaite  égalité  entre  les  moyens 
mouvemens  de  révolution  et  de  rotation  de  la  Lune i^"  44 

Conséquences^ qui  résultent  de,  la  comparaison  des  observations  et  de  la 
théorie ,  relativement  à  la  constitution  du  sphéroïde  lunaire n^  4^ 

Intégration  des  équations  qui  déterminent  le  mouvement  des  nœuds  et  les 
variations  d'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  l'écliptique  fixe,     n"*  4^' 

47,  48  et  49 

Conséquences  qui  résultent  de  ces  intégrales.  La  coïncidence  des  nœuds  de 
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Tëqnatenr  et  de  Torbite  lunaire ,  et  riiiTAriabilîtë  de  rindinaison  du  pi 
mier  de  ces  plans  à  TecIIptique ,  résultent  Pnne  de  Pautre  par  la  théorie 
la  pesanteur  nniyerselJe  ,  et  ne  pourraient  exister  séparément n^ 

Expressions  numériques  des  principales  inégalité  qui  affectent  les  mou' 
mens  de  Téquatear  lunaire.  Conséquences  que  l'on  déduit  de  la  co 
paraison  de  ces  résultats  aux  observations  relatiyement  à  la  figure  d< 
Lune n«*  5i,  5a,  53,  54  ^ 

Formules  qui  déterminent  les  mouyemens  des  pôles  de  rotation  à  la  su 
de  la  Lune.  L'axe  instantané  de  rotation  fait  autour  du'troisième  axe 
cipal  des  oscillations   dont  le  plus  grand  écart  est  de  a'a5* n 

La  coïncidence  des  nœuds  de  l'équateur  et  de  l'orbite  lunaires ,  et  Tinv 
bilité  de  l'inclinaison  du  premier  de  ces  plans  à  l'écliptique  ,  subsi 
malgré  les  déplacemens  séculaires  de  cette  écliptiq\ie.  L'influence  du  £ 
sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  peut  être  regardée  coi 
insensible n 


LIVRE  CINQUIÈME. 
De  la  figure  des  corps  célestes, 

CHAPITRE  I*P.  Formules  générales  pour  déterminer  les  atiracti 

des  sphéroïdes  quelconques, 

La  fonction  qui  exprime  la  somme  des  élémens  du  sphéroïde ,  divisés  resp 
tivement  par  leur  distance  an  point  attira ,  donne  immédiatement  pai 
différenciation,  les  attractions  'du  sphéroïde  par  rapport  à  une  drc 
donnée n* 

La  même  fonction  jouit  encore  d'nne  propriété  très  remarquable,  c'est  c 
la  somme  des  coefficiens  de   ses  trois  différences  partielles,  prises  | 
rappqrt  aux  coordonnées  rectangulaires  du  point  attiré ,  est  constammi 
égale  à  ^zéro ,  toutes  les  fois  que  le  point  ne  fait  pas  partie  de  la  masse 
sphéroïde no 

Équation  h  laquelle  doivent  satisfaire  les  mêmes  quantités  dans  ce  dernier  ' 
Diverses  transformations  des  formules  précédentes n^*  3 

.Application  au  cas  oh  le   sphéroïde  est  terminé  par   une  surface   s 
rique 

CHAPITRE  II.    Attractions  des  sphéroïdes  terminés  par  des  surft 

du  second  ordre. 

1  ransformation  des  formules  qui  déterminent  ces  attractions  ,  propre  à  f 
liter  leur  intégration.    Application   h  l'ellipsoïde n^*  6  t 
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Cooséqaences  qai  résulteiit  des  mêmes  formaJes ,  dans  ]e  cas  oii  le  point 
attiré  est.sitné  dans  Tintenear  da  sphéroïde.  Les  attraction»  de  reHipsoide, 
parallèlement  à  chaque  axe  ;  sont  les  mêmes  par  rapport  à  tons  les 
points  sitoës  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Un  point  placé 
dans  l'intérieur  d^nne  couche  elliptique  creuse  est  également  attiré  de 
toutes  parts no  8 

Intégration  des  formules  précédentes.  Elle  peut  s'eJBfectner  rigoureusement 
lorsque  l'ellipsoïde .  est  de  révolution  ; .  dans  les .  antres  cas ,  on  la  ramène 
à  de  simples  quadratures  qui  se  réduisent  en  séries  convergentes  lorsque 
Tellipsoïde  diffère  peu  de  la  figure  de  la  sphère n^*  9  et  10 

Théorème  important  relatif  aux  attractions  respectives  de  deux  ellipsoïdes 
semblables  et  semblablement  placés  sur  les  points  de  leur  surface. .     no  11 

Ce  théorème  a  lieu  pour  une  loi  d'attraction  quelconque  ;  conséquences 
qui  en  résultent  par  rapport  à  la  sphère.  La  loi  de  la  nature  est  la  seule 
dans  laquelle  une  couche  sphérique  attire  les  points  extérieurs  ,  comme  si 
toute  sa  masse  était'  réunie    à  son  centre n'  la 

Utilité  du  même  théorème  pour  ramener  la  détermination  des  attactions 
d'un  ellipsoïde  sur  les  points  extérieurs  à  celle  des  attractions  qu'il  exerce 
sur  les  points  placés  à  sa  surface n^  i3 

Les  attractions  de  deux  ellipsoïdes  semblables,  sur  les  points  extérieurs, 
sont  entre  elles  comme  lenrs  masses.  Les  formules  précédentes  s'appliquent 
au  cas  oîi  le  sphéroïde  est  composé  dé  couches  elliptiques  de  densité  et 
d'ellipticité  variables  du  centre  à  là  surface n^*  i4  et  i5 


CHAPITRE  IIL    Des  attractions  des  sphéroïdes  quelconques. 


Développemens  de  ces  attractions  en  séries  convergentes  dans  le  cas  oh  le 
point  attiré  est  extérieur  au  sphéroïde  et  dans  le  cas  oii  il  est  situé  dans 
l'intérieur  de  ce  corps .* n**  16  et  17 

Théorème  général  relatif  à  une  espèce  particulière  de  fonctions  souvent  em- 
ployées dans  les  recherches  des]  attractions  des  sphéroïdes  et  dans  celles 
des  oscillations  des  fluides  qui  les  recouvi^ent n**  18 

Application  des  formules  précédentes  aux  sphéroïdes  très  peu  différens  de  la 
sphère.  Expression  en  série  des  attractions  de  ce  genre  de  sphéroïdes  sur 
les  points  placés  à  leur  surface.  Relation  très  remarquable  qui  existe  entre 
ces  attractions nos  ig  et  ao 

Expression  très  simple  qu'on  en  déduit  pour  le  développement  du  rayon  du 
sphéroïde  en  une  suite  de  fonctions  d'un  genre  particulier.  Théorème  qui 
en  résulte  et  expressions  nouvelles  des  attractions  des  sphéroïdes  peu 
différens  de  la  sphère  sur  les  points  intérieurs  et  extérieurs  à  leur  sur- 
face. Simplification  de  ces  formules,  .lorsqu'on  prend  pour  origine  des 
coordonnées  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde n^  ai 

Attraction  d'nne  couche  à  très  peu  près  sphérique ,.  sur  un  point  placé  dans 


xij  TABLE  DES  MATIÈRES. 

son  intériear  ;  condition  poar  qne  le  point  soit  i^alemenc  attira  de  ton 
parjLs no 

Ezpresaion  des  attractions  des  sphéroïdes   pen  dîffii^ns  de  la  sphère  . 
composes  de  concbes  concentriques  d'nne  densité  yariable  do  centre 
sarface , : 

Moyen  de  re'doire  l'expression  .donnée  du  rayon  d'un  sphéroïde  peu  difi 
de  la  sphère  à  la  forme  la  plus  appropriée  à  la  détermination  de  8< 
tractions i 


CHAPITRE  IV.  De  la  figure  d*une  masse  fluide   homogène  ^ 
équilibre  et  douée  d'un  mouvement  de  rotation. 

Équation  ge'nérale  de  l'équilibre^  elle  esc  satisfaite  lorsqu'on  suppose 
masse  fluide  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux  pôles, 
a  toujours ,  pour  un  mouvement  de  rotation  donné ,  deux  figures  < 
tiqaes ,  mais  non  davantage  ,  qui  conviennent  à  l'équilibre.  Limite  ( 
durée  de  la  rotation  au-delà  de  laquelle  l'équilibre  n'est  plus  possible 
une  figure  elliptique no*  a5  e 

L'équilibre  ne  peut  subsister  avec  une  figure  elliptique  allongée  ver: 
pôles • n 

La  pesanteur  k  l'équateur  est  à  la  pesanteur  aux  pôles  comme  le  dianc 
de  l'équateur  est  h  l'axe  des  pôles.  Relation  générale  qui  existe  entr 
pesanteur  et  la  latitude ,  à  la  surface  de  l'ellipsoïde no*  a8  et 

Pour  une  même  force  d'impulsion  primitive ,  il  n'y  a  qu'une  seule  fîg 
elliptique  qui  satisfasse  aux  conditions  d'équilibre  d'une  masse  flu 
£/axe  de  rotation  est  celui  des  axes  passant  par  son  centre  de  grav 
par  rapport  auquel  la  somme  des  momens  des  forces  primitives  était 
maximum '. '. n^*  3o  et 

CHAPITRE  V.  De  la  figure  qui  convient  à  l'équilibre  d^une  ma 
fluide  homogène  ,  douée  d'un  mout^ement  de  rotation ,  et  dont 
figure  primitive  est  supposée  très  peu  différente  Âe  la  sphère.. 

Équation  générale  de  l'équilibre  pour  les  fluides  homogènes.  La  com 
raison  de  cette  équation  à  l'expression  en  série  da  rayon  du  sphéro'i< 
suffit  pour  démontrer  que  la  figure  elliptique  est  alors  la  seule  qui  o 
vienne  à  Téquilibre n» 

Variation  de  la  pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde  ;  elle  est  proporti* 
nelle  au  carré  du  sinus  de  la  latitude.  Relation  remarquable  qui  ex 
entre  les  longueurs  du  pendule  et  ies. rayons  du  sphéroïde  terrestr 
réquateur  et  aux  pôles. •  •  •     n® 

Détermination  de  la  figure  d'équilibre  qui  convient  à  une  masse  flu 
hétérogène  douée  d'un  mouvement  de  rotation.  Cette  figure  est  enc 


\ 
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celle  d'an  ellipsoïde.  Les  variationi'  des  rayons  et  celles  des  degrés^  du 
méridien  sont  proportionnelles  an  carré.dn.sinnsde  la  latitude.- Éqilflition 
qui  détermine  la  relation  qui  existe  entre  la  densité  et  rellipticite'  de 
cbaqne  tïonche.  On  en  conclut  que  Paplatissement  de  Ja  Terre  est  com- 
pris entre  les  limites  -  et  -^^  en  nommant  g  le    rapport  de  \^  force 

centrifage  à  la  pesanteur  à  réqoâteur.. ...  i  «... n»  54 

Expression  de  la  pesantenr  et  de  la  longueur  du  pendule  à  la  surface  du 

sphéroïde.  Relation  importante  qui  existe  entre  lea  yariations  du  pendule 

.,à  JÏ'.équa^teor  et  an  p^e  çî  raplatissement.da  sphéroïde. ....  .'V.  -  ti«  35 

Expression  très  simplç  de  la  fonction   qui  détermine  les  attraction*  d^n 

sphéroïde  recouvert  d'un  flaide  en  équilibre  . . . .' n^  36 

Propriétés  générales  relatives  à  l'expression  du  rayon  des  sphéroïdes  re- 
couverts d'un  fluide  en  équilibre;  conséquences  qui  en  résultent  rela- 
tivement aax  corps  célestes n»  87 


CHAPITRE    VI.    Comparaison    de    la,    théorie   précédente    aux 

obserwations. 


Méthodes  diverses  employées  pour  déterminer  la  figure  de  la  Terre «.    -n*  38 

Formules  pour  déceraiiner  la  figure  elliptique  la  pins  probable  d'n  ttiéridieà 
terrestre,  qui  résulte,  soit  de  plusieurs  degrés  mesurés  à  dès  Utîtnâes 
très  distantes,  sojt  ,d'un  ar.e  du.ikiéridiei&colbpris  entre  deax  parallèles 
donnés.  Les  mômes  fdrmuleswcoliYieniMnt  aux  observations  do  |>éû- 
dule n<>«  39  et  40 

Application  aux  degrés  du  méridien  mesurés  au  Pérou ,  au  cap  de  Bonne  - 
Espérance,  en  Italie j  en  France  et  en  Laponie.  Les  différences  qu'on 
remarque  entre  les  résultats  qui  supposent  à  la  Terr  e  la  figure  elliptique, 
et  les  observations,  tiennent  en  grande  partie  à  une  erreur  introduite  dans 
la  mesure  du  degré  d^  Laix)uic no  41 

La  figure  de  la  Terre  étant  très  irrcgulière,  c'est  en  comparant  des  degrés 
mesurés  à  des  latit  rt's  très  distantes  qu'on  peut  parvenir  h  déterminer 

avec    exactitude    son    aplatissement.    On   a   trouvé    ainsi  ^^  pour  cet 

aplatissement ,  et  5i3o74o'^''^'  pour  le  quart  du  méridien  terrestre.  Ces 
résultats  ont  servi  de  base  à  notre  système   métrique n^  4^ 

Détermination  de  la  figure  de  la  Terre  qui  résulte  de  l'arc  do  méridien 
mesuré  en  France  par  Delambre  et  Méchain n<>  4^ 

Détermination  de  la  figure  de  la  Terre  qui  résulte  des  longueurs  du  pen» 
dule  observées  en  différentes  contrées  du  globe.  Les  mêmes  anomalies 
qu'on  remarque  dans  les  mesures  des  ^egrés  du  méridien,  et  qui  pro- 
viennent des  irrégularités  de  sa  surface,  se  reproduisent  dans  les  longueurs 
du  pendule  ,  mais  d''une  manière  moins  sensible n<*  44 
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Compartisoii  de   la  théorie 'ans  obsenrations   relativement  k  la  fignre  de 

Jopiter.  L'aplatissement  de  Jopiier  y  dédnit  des  obserrations  ,  est  compris 

1            5 
entre  les  limites  -  ^   ®'  7  ^  V^^  ^"'  assigne  la  théorie n»  4^ 

Limites  qne  donnent  les  phénomènes  de  la  précession  des  éqninozes  et  de 
la  nntation  pour  Taplatissement  dn  sphéroïde  terrestre.  Ils  indiquent  en 
même  t«mps  un  accroissement  dans  la  densité  des  concbes  de  la  Terre 
de  la  surface  an  centre,  ce  qui  est  conforme  aux  expériences  de  Gayendish 
et  aux  lois  de  l'Hydrostatique no  4^ 

Considérations  générales  sur  les  résultats  du  quatrième  et  du  cimfidème 
litre ■^^4? 
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ERRATA. 
Tome  Premier. 

âge    78,  lignt    8,  an  liea  de   / — .cosy,  Usez   l-^.cosy 

lai ,  5,  en  remontant ,  au  lieu  de  sin  ^ ,  lisez  sin  4^. . . . 

Ibid.  6,  en  remontant,  an  lieu  de  zsin  0  sin  ^ ,  lisez  z  sin  0  ces  ^ 

i4a»  a,  en  remontant ,  an  lien  de  8in(^  —  ^1),  lisez  sin  (^t— ^) 

198,  3,  en  remontant,  au  lieu  de  divisée,  lisez  diyisës 

35a,  a,  en  remontant,  an  lieu  de  3a'.(a,a' a'}, /i5ez3aa'.(a,a'/ 

36a,  a,  en  remontant,  au  Heu  de  f  -t-'  J  et  de  T         ^  j,  /i*c« 

385,  18,  au  lien  de  5/s' — 3»,  lisez  Sn' -^ 'in 

43a,  au  bas  de  la  page,  o/outes  on  trouve  de  cette  manière 
433,  ligne    3,  an  lieu  de  a^a'y  lisez  a*a'* 

438,  I,  en  remontant,  au  lieu  de  longitude  et  de. . .,  lisez  lon- 

gitude de. . . 

Tome  second. 

âge  109,  ligne     5,  an  lien  de  y<»),  lisez  -^C«) 

ia7,  la,  en  remontant,  aa  lien  de  poorrait,  lisez  pouvait 

■44»  a,  en  remontant ,  an  lieu  de  cos  6,  lisez  cos  c 

aa6,  a,  en  remontant,  au  lieu  de  4 y  liiez  4/ 
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SYSTÈME  DU  MONDE 
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LIVRE    TROISIÈME. 


Théorie  des  Comètes. 

Jusque  la  fin  du  dix-septième  siècle^  on  avait  re- 
gardé les  comètes  comme  des  phénomènes  particuliers 
dans  le  système  du  monde  :  Newton  montra  qu'elles 
sont^  comme  les  planètes,  soumises  aux  loi$  de  Wgra-' 
yitatiôn  universelle  ;  et  il  rendit  un'  éminent  service  à 
l'Astronomie  en  les  rattachant  par  ce  lien  au  reste  de 
notre  système  solaire^  et  à  la  Philosophie  en  dissipant 
pour  jamais  les  vaines  terreurs  qu'inspirait  leur  appa- 
rition. 

La  théorie  des  comètes  peut  se  diviser  en  deux  points' 
principaux.  Lepremitéi*  a  pour  objet  la  détermination 
de  leurs  orbites  d'après  les  données  fournies  par  l'ob- 
servation ;  le  second ,  celle  des  perturbations  qu'elles 
peuvent  éprouver  par  l'action  des  planètes.  Nous  al- 
lons examiner  successivement  dans  ce  livre  ces  deux 
grandes  questions . 

Tome  II.  i 
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CHAPITRE  PREMIER. 


Détermination  approchée  des  orbites  des  Comètes. 

1 .  Les  comètes  sont  des  astres  qui  dîfierent  des  pla- 
nètes ,  non-seulement  par  leurs  apparences  physiques, 
mais  encore  par  la  marche  irrégulière  qu'ils  affectent , 
Elles  parcourent  au  hasard  toutes  les  régions  de  l'es- 
pace ^  les  unes  dans  un  sens ,  les  autres  dans  la  direc- 
tion opposée.  Les  plans  de  leurs  orbites  ne  sont  plus 
compris  dans  une  zone  étroite  de  la  sphère  céleste,  ils 
peuvent  avoir  entre  eux  des  inclinaisons  quelconques  ; 
mais  les  comètes  sont,  comme  les  planètes,  assujetties 
à  la  loi  de  la  pesanteur  universelle,  et  elles  décrivent 
en  vertu  de  ce  principe  des  courbes  rentrantes  dont 
le  Soleil  occupe  un  des  foyers.  Probablement ,  et  Ta-- 
nalogie  nous  porte  à  le  a^oire,  les  orbes  des  comètes, 
sont,  comme  ceux  des  planètes,  des  courbes  eUiptiques; 
mais  ces  ellipses  sont  très  allongées ,  et  leurs  grands 
axes  presque  infinis ,  puisque  nous  n'apercevons  ces 
astres  que  dans  une  partie  de  leur  cours  lorsqu'ils  ap- 
prochent du  Soleil,  et  qu'ensuite  ils  disparaissent 
totalement  à  nos  yeux  armés  de  tous  les  instrumens 
que  l'esprit  humain  inventa  pour  en  prolonger  la 
portée.  Ce  ne  serait  donc  qu'une  question  de  pure 
curiosité,  intéressante  sous  le  point  de  vue  analytique^ 
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niaîs  peu  importante  aux  besoins  de  l'Astronomie, 
que  celle  qui  aurait  pour  but  de  déterminer  les  e'ié- 
mens  de  l'orbite  d'une  comète ,  d'après  les  observa- 
tions faites  pendant  la  courte  durée  de  son  apparition^ 
si  nous  ne  devions  plus  l'apercevoir  dans  la  suite  ^ 
et  si  elle  avait  abandonné  pour  toujours  les  limites  de 
notre  système  planétaire.  Mais  il  faut  observer  que 
c'est  le  seul  moyen  que  nous  ayons  de  reconnaître  cet 
astre  lorsque,  après  avoir  accompli  sa  révolution,  il  re- 
viendra vers  le  Soleil.  Il  ne  faut  pas  en  effet  compter 
pour  cela  sur  ses  propriétés  optiques;  l'étendue  du 
noyau ,  la  chevelure ,  la  disposition  de  la  queue ,  l'éclat 
de  sa  lumière ,  toutes  ces  données  varient  à  chaque 
instant  de  forme ,  de  grandeur  et  d'intensité ,  à  me- 
sure que  les  comètes  approchent  du  Soleil  ou  de  la 
Terre,  et  les  circonstances  enfin  dans  lesquelles  elles 
se  trouvent  changent  à  chaque  révolution ,  parce  que 
la  matière  si  rare  qui  compose  leur  chevelure  et  leur 
queue  se  dissipe  graduellement  dans  l'espace. 

C'est  donc  en  comparant  les  élémens  de  la  comète 
que  l'on  observe ,  à  ceux  des  comètes  qui  ont  été 
observées  précédemment,  que  l'on  peut  s'assurer  si 
cet  astre  apparaît  en  effet  pour  la  première  fois,  ou  si 
ce  n'est  qu'une  comète  déjà  connue  qui  revient  à  son 
périhélie.  Il  devient  donc  indispensable  de  calculer  ses 
élémens.  Newton  le  premier,  dans  son  admirable 
ouvrage  des  Principes,  a  donné  une  solution  de  ce 
problème,  fondée  sur  des  considérations  géométriques 
très  ingénieuses.  Halley,  par  des  calculs  immenses, 
l'appjiqua  à  toutes  les  comètes  connues  de  son 
temps.  Ce  travail  porta  son  fruit,  et  ce  grand  astro- 
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la  longitude  du  nœud^  et  le  grand  axe.  Ce  dernier 
élément  est  le  seul  qui  puisse  laisser  de  Fincertitude  y 
parce  qull  faudrait ,  pour  le  déterminer  exactement , 
connaître  la  durée  d'une  révolution  de  là  comète ,  ce 
qu'on  ignore  presque  toujours  :  mais  on  peut  remar^ 
quer  que  lorsque  la  comète  est  près  de  son  périhélie^ 
et  c'est  alors  seulement  que  nous  T^rcevons,  l'el- 
lipse qu'elle  décrit  se  confond  sensiblement  avec  la 
parabole  qui  a  son  sommet  en  ce  point  ^  et  qui  est 
décrite  du  même  foyer ,  en  sorte  que  le  mouvement 
apparent  de  l'astre  et  les  résultats  de  l'observation 
sont  les  mêmes  que  s'il  avait  lieu  sur  cette  courbe. 
On  suppose  par  cette  raison,  pour  faciliter  le  calcul  des 
élémens,  que  l'orbite  est  parabolique.  La  solution  du 
problème  contient  alors  une  équation  de  plus  que 
d'inconnues ,  et  l'on  peut  en  profiter  pour  choisir , 
entre  les  diverses  combinaisons  de  ces  équations,  celle 
qui  doit  conduire  à  des  résultats  plus  exacts.  Lors-*- 
qu^on  est  parvenu  de  cette  manière  à  une  première 
connaissance  approchée  de  l'orbite,  en  employant 
trois  nouvelles  observations  séparées  par  des  inter- 
valles de  temps  plus  considérables,  on  rectifie  les 
élémens  que  l'on  a  obtenus  de  manière  à  satisfaire  le 
plus  exactement  possible  à  l'ensemble  des  observa- 
tions connues.  Plusieurs  méthodes  ont  été  imaginées 
dans  ce^  but;  celle  que  nous  exposerons  ici  mérite 
d'être  adoptée  définitivement  par  les  astronomes  qui 
s'occupent  de  ces  recherches,  et  qui  doivent  désirer 
d'éviter  les  longueurs  de  calcul  et  la  perte  de  temps , 
que  les  autres  méthodes-  occasionent  trop  sou- 
vent. 


\ 
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Après  ces  notions  nécessaires  sur  la  solution  géné- 
rale du  problème ,  nous  allons  en  développer  l'ana- 
lyse; nous  donnerons  ensuite  des  exemples  numé- 
riques qui  faciliteront  l'application  de  la  méthode  que 
nous  exposons. 

2.  Soient  x,  y^  z  les  coordonnées  de  la  comète  dans 
son  orbite  autour  du  Soleil  ^  rapportées  à  un  plan  fixe 
que  nous  supposerons  être  celui  de  l'écliptique  ;  soit 

r=v/^*H-J"*+2*  sa  distance  au  Soleil. 
Soient  X  et  Y  les  coordonnées  de  la  Terre  dans 

l'écliptique,  etRss  \/X*-f-Y*  sa  distance  au  Soleil 
ou  son  rayon  vecteur. 

Enfin  désignons  par  ^,  i/i,  ^  les  trois  coordonnées 
de  la  comète  rapportées  à  trois  axes  passant  par  le 

centre  de  la  Terre ,  et  par  /  =s  \/?*+  >i*+  Ç*  1^  dis^ 
tance  de  la  comète  à  la  Terre,  en  sorte  qu'on  ait 

x  =  X+^,jr  =  Y  +  yi,  z  =  ^.        (i) 

Soient  maintenant  a  la  longitude  géocentrîque  de  ta 
comète,  et  b  sa  latitude  ;  soit  A  la  longitude  de  la  Terre 
dans  le  même  instant;  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

*    XsR.cosA,  Y=R.sinA,  ^z=zf  .cosa.cosb^ 

»  =7:  /»  •  sin  a  •  cosb ,  Ç  =  /> .  sin  i. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  équations  (i)  donne- 
ront 

:r  =  R.cosA-{-f  .cosa  .cosb, 
^  =  R  •  sin  A  +  f .  sin  â  •  cos  6,^       (2) 
2  =  f .  sin  3. 
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Chaque  observation  fournira  trois  équations  sem- 
blables; si  Ton  ajoute  ensemble  les  carrés  de  ces  équa- 
tions ,  on  en  tire 

r*=  R*+  2Rf .  cos(A  —  a) .  cos4  +  /»* , 

équation  que  donne  d'ailleurs  immédiatement  le 
triangle  rectiligne  formé  par  le  Soleil ,  la  comète  et 
la  Terre.  En  effet ,  si  Ton  nomme  c  l'angle  entre  le 
Soleil  et  la  comète,  ou  ce  que  les  astronomes  appel- 
lent son  elongation^  R  et  f  seront  les  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle ,  et  r  le  côté  opposé  ;  on  aura  donc 

r»=R»  —  aRf .  cosc 4-  f\  (3) 

Or  l'angle  c  a  pour  mesure  l'hypoténuse  d'un  triangle 
sphérique  rectangle  dont  b  et  i8o®-— A-f-a  sont  les 
deux  autres  côtés  ;  on  aura  donc 

cosc  =  —  cos(A  —  ^) .  cos  6, 

et  les  deux  valeurs  de  r*  sont  par  conséquent  iden^ 
tiques. 

Les  observations  font  connaître  les  deux  angles  a 
et  £  ;  l'angle  A  et  le  rayon  R  se  calculent  par  les  tables 
du  Soleil;  les  équations  (2)  renferment  donc  encore 
quatre  inconnues,  ^^J^  z  et  f ,  et  ne  peuvent  suffire 
par  conséquent  pour  les  déterminer.  Il  faut,  pour  y 
parvenir,  faire  quelque  hypothèse  sur  la  nature  de  l'or- 
bite que  décrit  la  comète  ;  la  plus  simple  est  de  sup- 
poser cette  orbite  parabolique.  Dans  ce  cas ,  on  peut , 
n**  52 ,  liv.  II,  exprimer  les  coordonnées  de  la  comète 
relatives  à  une  époque  quelconque,  en  séries  ordonnées 
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par  rapport  au  temps^  et  ne  dépendant  que  de  six  quan- 
tités supposées  connues^  qui  sont  les  trois  coordonnées 
de  la  comète  à  une  époque  donnée  et  les  trois  coeffi- 
ciens  différentiels  de  ces  coordonnées.  Si  l'on  substi- 
tue donc  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  elles  renfer- 
meront sept  inconnues ,  savoir,  les  six  quantités  dont 
nous  venons  de  parler,  et  l'indéterminée /;  mais  chaque 
observation  donnant  trois  équations  semblables ,  si 
Ton  choisit  trois  observations  faites  à  des  intervalles 
de  temps  connus,  il  est  clair  que  les  neufs  équations 
qui  en  résulteront  ne  renfermeront  plus  que  neuf 
inconnues ,  et  suffiront  par  conséquent  pour  en  dé- 
terminer la  valeur.  On  aura  même,  en  y  joignant 
l'équation  du  mouvement  parabolique ,  une  équation 
de  plus  que  d'inconnues ,  et  le  problème  pourra  être, 
avec  ces  données,  complètement  résolu. 

Prenons  donc  trois  observations  séparées  par  des 
intervalles  de  temps  6  et  6'  assez  courts  pour  que  les 
séries  (k)  du  n'  52 ,  livre  II,  soient  convergentes.  Pre- 
nons pour  l'époque  d'où  nous  comptons  le  temps  /^ 
i  et  qu'on  est  libre  de.  choisir  arbitrairement,  celle  qui 
répond  à  l'observation  moyenne  ;.  désignons  par  x^ 
jr,  zles  coordonnées  de  la  comète  à  cet  instant,  rap- 
portées au  centre  du  Soleil ,  et  par  x^ss-^,  jr^:=-^^ 

z^  =  -^,  leurs  trois  coefficiens  différentiels  ;  désignons. 

par  (xf"  yj^  y  z°,  les  coordonnées  de  la  comète  qui  ré- 
pondent à  l'époque  ^= — ô  de  l'observation  qui  a  pré- 
cédé, et  par  x',  /%  a'  celles  qui  répondent  à  l'époque 
^=ô'  de  l'observation  suivante.  Si  l'on  développe  par 


10  THÉORIE  ANALYTIQUE 

la  méthode  du  numéro  cité ,  ces  six  quantités  suivant 
les  puissances  de  G  et  de  G'^  on  aura  pour  les  déterminer 
des  expressions  de  cette  forme 

x^zsz  yx  +  vx^ ,     ar'=  v'o:  +  j/x^ , 

jr^=:  yjr  +  Wf  >     /  =  v'/  +  u'j,, 

Z'=  VZ  +  UJ5^  ,        z'  =  V'2  +  u'iS^J 

les  lettres  v ,  u  ^  v' ,  u' ,  exprimant  des  fonctions 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  G  et  de  G^^ 
qui  renferment  en  outre  le  rayon  vecteur  r  et  les 

quantités  j  =  ^  et  ^  relatifs  à  Fépoque  <=o.  Les 

valeurs  de  v,  u,  v',  u'  se  détermineront  en  faisant 
successivement  ^=— G  etif=9'  dans  les  fonctions  que 
nous  avons  représentées  par  V  et  U  dans  le  n**  Sa,  liv .  II. 
3.  Cela  posé,  soient  fl°,  a,  a'  les  trois  longitudes  géo- 
centriques  de  la  comète,  i*,  i,  V  ses  trois  latitudes, 
et  /' ,  / ,  f'  les  distances  de  la  comète  à  la  Terre  dans 
chacune  des  trois  observations.  Soient  de  plus  A"*,  A, 
A'  les  trois  longitudes  héliocentriques  de  la  Terre,  R**, 
R,  R'  ses  trois  rayons  vecteurs  correspondans ,  et 
enfin  X*,  ¥•,  X,Y,  X',  Y' ses  coordonnées  rappor- 
tées au  centre  du  Soleil,  et  relatives  aux  mêmes 
instans ,  en  sorte  qu'on  ait 

X«=  R*  cosA%      X=R  cos  A,    X'=R'cosA% 
yo  =R«sinA%      Y=RsinA,      Y'=R'sinA'. 

En  supposant  de  plus  pour  abréger  : 

.   m*^  =  cosû*cosi^,  ;i'=sina*cosA',  )j?*=sini', 

m  z=zcosa  cos^,    n  =sina  cos^,     p  =:sin£, 

/?/=:cosa'cosi',    «' =  sin û' cos i%   p'zszsmb'^ 


\ 
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Les  équations  (2)  donneront  pour  les  trois  obser- 
vations faites  aux  époques  où  l'on  compte  i  =  o , 
/  =  —  fl ,  i  =  G'  le  système  d'équations  suivant  : 
Pour  la  première  époque , 

a:  =  X  +  yw/> ,       \ 
r—^+nf,         >  (a) 

z=pf}  ) 

Pour  la  seconde , 

VX  +  VÛC^  =  X**  +  ^'^p^'f  ) 

Pour  la  troisième , 

v'o:  +  v!x^  =  X'  -f-  nJf  y         \ 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  entre  ces  équations 
les  inconnues  qu'elles  renferment  pour  avoir  les  va- 
leurs de  celles  de  ces  inconnues  qui  sont,  nécessaires  à 
la  détermination  de  l'orbite  de  la  comète.  Or  nous 
avons  vu  n**  54,  livre  II,  qu'il  suffisait  pour  cela  de 
connaître  les  trois  distances  f  **,  />,  /  et  les  trois  rayons 
vecteurs  correspondans  /^,  r,  r';  en  éliminant  donc  des 
neufs  équations  précédentes  les  six  inconnues  jr:,j*,  z, 
^nJê*  '^i^^  parviendra  à  trois  équations  finales  entre 
ff  f ,  /,  au  moyen  desquelles  on  déterminera  leurs  va- 
leurs. Celles  de  r^,  r,  r  seront  données  ctacune  par 
une  équation  semblable  à  l'équation  (5)  que  fournira 


12  THÉORIE  ANALYTIQUE 

chaque  observation,  et  Ton  pourra  par  conséquent 
résoudre  ainsi  complètement  la  question.  C'est  de 
cette  manière  que  Lagrange  a  traité  le  premier  le 
problème  de  la  détermination  des  orbites  des  comètes 
d'après  trois  observations  ;  mais  cette  méthode ,  qui 
semble  d'abord  la  plus  simple,  est  sujette  dans  les 
applications,  surtout  quand  on  veut  pousser  un  peu 
loin  la  précision,  à  quelques  difScultés  qu'il  nous  a 
paru  convenable  d'éviter,  ce  qui  est  aisé  en  choisissant 
pour  déterminer  l'orbite  de  la  comète  les  six  quantités 
oCfjTy  z,  oc^j  y^^  z^j  au  lieu  des  six  quantités  /*,  /, 
/' ,  r**,  r,  /•'.  Nous  avons  vu  en  effet  qu'au  moyen  de 
ces  valeurs  l'orbite  pouvait  être  parfaitement  fixée  de 
grandeur  et  de  position,  et  que  c'étaient  même  les 
données  les  plus  commodes  qu'on  pût  choisir  pour 
cet  objetj  nous  prendrons  donc  ces  quantités  pour 
*  les  inconnues  dont  il  s'agit  de  trouver  la  valeur ,  et 
nous  éliminerons  des  équations  précédentes  les  dis- 
tances p** ,  f ,  /  qui  ne  feraient  qu'embarrasser  notre 
marche.  Nous  parviendrons  de  cette  manière  à  la  so- 
lution la  plus  simple  et  la  plus  exacte  peut-être  qu'il 
soit  possible  de  donner  du  problème  qui  nous  occupe. 
Si  des  équations  {a) ,  (A) ,  {c)  on  élimine  les  trois  in- 
connues /°,  f ,  f%  on  aura 

mzz=zp.{x  —  X),     nz:=p.{jr  —  Y), 
nf.  (vz+uzj  =^p^.  (var+ua:^ — X*) , 
n\  (vz+uz,)=;?^  (yj+xir^— Y*),    >  (4) 
m'.(v'z-j-u'isj=;9'.(v'a:+u'a:,— XO,    \ 

Si  dans  ces  quatre  dernières  équations  on  substitut 
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pour  X  eijr  leurs  valeurs  en  z,  qu'on  élimine  ensuite 
x^  etj"^  entre  les  équations  résultantes,  qu'on  fasse 
vt/  —  v'u  =  x]',  et  que,  pour  abréger,  on  suppose 

X'  u — X^u'H-  Xu"  =  L ,     Y'u  —  You'+ Yu"=L', 
on  aura  les  deux  équations  suivantes 

uu'.(7i'p**-/iV).  a^=[vu'.(;i°p-n/>°)./-v'u.(7i'/)-r//>')  ./>**].- 

-./>y.L'. 

Si  de  ces  équations  on  tire  les  valeurs  de  z  et  de  z^ ,  et 
que  pour  simplifier  on  fasse 

ùs=\.\Xmy—mp'').Cny—ny')^(^nip^-'  m''p').(jnPp—np'')'\ 
=  {pin  —  mri)  .  /?**  +  {m!' ri  —  rrivy)  .p  +  {mn"*  —  m!*n)  .  p', 

on  trouvera 
Au''z=(/^y— /^y).;?.L--(m>•  — /w>').;?.L',  (5) 

Si  Ton  élimine  entre  les  six  équations  (4)  les  quatre 
inconnues  oc,  j^jr^^  Z/^  et  que  pour  abréger  on  fasse 

Xu.^  — XV.  ^  +X/vu'.  îîl  — Vu.-^Wm, 
Xd.  ^  —  XV.  4  +X/vu'.  4~  v'oXWM', 
on  aura  les  deux  équations  suivantes 
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uo'.  (m**/i'-  /îi'/i")  .a:^=r  [vu',  {mn^'-m^n) .  m — v'u.  (mn''~m!n)  ,m°]r 

P 
+  /7i°/îi.(M  — LO,^ 

uu'.(m**/?  -  mp®)  .0?  =  [vv\{mp^-m°p),m — v'u.(/njp'-OT'p).m®].- 

Si  l'on  élimine  entre  elles  l'inconnue  z,  on  aura  pour 
dé  terminer  x^ 

— [vu^(7w/?<>-77^>)./»W'u.(m/-/»>)./7^•]  .(M-L')  p'^ 

De  même  en  changeant  dans  cette  équation  x^  cn^,, 
m'',  m,  m^  en  n°^n,  n\  et  réciproquement;  et  en  fai- 
sant pour  abréger 

Y'v.^  -  YV.^+y/yu'.  ^°  — v'u.^V=N ,) 
on  trouvera  pour  déterminer  j^^, 

4.  Nous  voici  donc  parvenus  à  exprimer  sous  forme 
linéaire  les  six  quantités  x,  jr,  z,  ^,,J^,  z^,  qui 
'  doivent  servir  à  fixer  l'orbite  de  la  comète  en  fonc- 
tion des  quantités  v,  u,  v%  u%  et  de  quantités 
toutes  connues.  Les  valeurs  de  v,  u,  v',  u',  sont, 
comme  nous  l'avons  vu ,  données  par  des  séries  qui 
procèdent  suivant  les  puissances  ascendantes  du  temp 
et  qui  renferment  de  plus  les  trois  indéterminée: 
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r,5=-7-et  -y-.   Il   faut  donc  connaître   encore   les 

valeurs  de  ces  quantités  avant  de  pouvoir  faire 
usage  des  formules  précédentes.  Or  la  première  peut 
aisément  se  déterminer  au  moyen  de  l'équation  (3) 
du  n®  2;  en  effet,  si  Ton  substitue  dans  cette  équa- 
tion pour  f  sa  valeur  en  z  donnée  par  la  troisième 
des  équations  (û),  qu'on  compare  ensuite  l'équa- 
tion résultante  à  Téquation  (5),  on  aura  deux 
équations  entre  les  deux  inconnues  r  et  z,  d'où 
l'on  pourra  toujours  conclure  par  Télimination  la  va- 
leur de  chacune  d'elles.  Quant  aux  deux  autres  indé- 
terminées sQl-j  f  nous  donnerons  le  moyen  de  faire 

disparaître  la  première  de  ces  formules ,  et  la  seconde 
n'y  sera  pas  introduite  par  la  substitution  des  valeurs 
de  V,  u,  v%  u',  lorsqu'on  ne  poussera  les  ap- 
proximations que  jusqu'aux  carrés  du  temps ,  ce  qui 
suffira  dans  presque  toutes  les  circonstances;  nous 
pouvons  donc  ne  pas  nous  en  occuper  ici,  et  regarder 
les  formules  précédentes  comme  très  propres  à  ré- 
soudre entièrement  la  question  que  nous  traitons. 

Pour  développer  ces  formules,  reprenons  les  valeurs 
deV  et  de  U  données  n®  32,  livre  II.  En  ne  poussant 
^approximation  que  jusqu^aux  quatrièmes  puissances 
du  temps  ^ ,  on  a 

En  faisant  successivement  i  =  —  G  et  ^  =  0',  on  aura 
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les  valeurs  des  quantités  que  nous  avons  représentées 
par  V,  u,  v',  u'.  On  trouve  ainsi,  en  rejetant  les 
termes  inutiles, 

et  comme  u"=  vu' —  v'u,  on  aura 

u    =B   +a gp—  H ^^;^— — . 

Pour  donner  à  nos  formules  toute  la  simplicité 
qu'elles  sont  susceptibles  d'acquérir,  il  convient  d'ex- 
primer les  coordonnées  X®,  Y®,  X',  Y'  de  la  Terre,  qui 
se  rapportent  aux  observations  extrêmes,  en  fonction 
du  temps,  et  des  coordonnées  X,  Y  relatives  à  l'é- 
poque où  l'on  compte  ^  =  o.  Nous  supposerons  donc  I 

X«=VX+UX,,    X'=V'X  +  U'X,, 
Y«  =  VY+UY,,     Y'==V'Y+U%, 

en  faisant,  pour  abréger,   X^=^,    Y^=-^  et 

en  désignant  par  V,  U,  V,  U'  des  fonctions  sem- 
blables à  celles  que  nous  avons  nommées  v,  u,  v',  u', 
et  qu'on  obtiendra  en  faisant  successivement  t= — 6, 
«  =  6'  dans  les  équations  (m),  après  y  avoir  changer 
en  R  et  ^  en  S  ;  on  aura  ainsi 

'  ~~  '        2R3        2R5'  V  —  I       aR«  ^  iF  * 

U  —  fl -I. -^ j- il'     u'-fi'      fl"  .  sfl'* 


r 
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Pour  abréger,  nous  supposeron»dan&  Cff -qui  va  suivre 

U"=Vu'— .Vu,  ■u;=Uu'-u'u. 

Les  v^eurâ  précédentes  dôiinerout  donc 

u=s+fl — ^53— ~^p~+i,i55-+    4,5   ;(»'-»^, 

6       ^■'V'^RV' 


U''= 


et  par  suite 

>'.(fl'+9)  /i        »A     fl«'.(9'''— fl')  /s      S 


U  _«= ___.^__^ _ i\-;s-^)- 

•  -  ■  ■  .1  i 

Nous  supposerons  de  plus 

vd'+v'o=v%     Vu'4.V'u=='V",    Uu'+U'tjs=V/. 

* 

Mais  dans  ces  quantités'  nôtis  n'aurons  besoin  que  dé 
considérer  les  termes  du  troisiqxxie  ordre;  on  trou- 
vera ainsi 

•  ■    ■    ' 

d'où  Ton  tire       .       '  v_. 


n  ne.s^agit  plus  que  de  substituer  à  la  place  dé  X^, 
Y**^X',  Y'  et  des  quantités  v,  u,  v%  etc. ^leuïs  va- 
leurs dans  les  fonctions  que  nous  avons  désignées  par 
L,.L%M,  MVN.etN'.     ,  ■...       ■v.^    . 

5.  Nous  considérerons  d'abord  lé  cas  particulier  où 
Tome  II.  2 
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les  observations  sont  supposées  fsiites  à  des  intervalles 
de  temps  égaux, .parce  que  les  formules  qui  résultent 
de  cette  hypothèse  acquièrent  une  grande  simplicité^ 
et  qu'on  peut  d'ailleurs  y  ramener  le  cas  général  en 
calculant  trois  observations  équidistantes  par  des  in- 
terpolations faites  entre  les  observations  données. 

Si  l'on  remplace  X^,  X%  Y* ,  Y'  par  leurs  valeurs , 
les  expressions  de  L  et  U  devieifinent 

.L'=(u'— u'o.Y+u;',Y. 

Dans  le  cas  particulier  où  6  r=  B%  on  a 

.çt  U/=  o.  Si  pour  abréger  on  fait  -^j  —  p  =  a,  on 
aura  par  conséquent 

L=— 9VX,    L'=  — eVY. 

•On 'trouverait  de  la  même  manière 

M=[(V'-V')..^,-(V-.K.5].X+(U'..^Ù«'.5).X, 

«• 

■  .  t 

Si  dans  celte  équation  on  met  pour  V ,  V,  D ,  U',  v, 
v'f  u,  u'  leurs  valeurs  et  qu'on  néglige  les  termes  du 
çïnquièiîie  ordres  et  des  ordres  supérieurs,  on  ti'ouve 
aisément 
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aurait  semblablçnient 

M  Ton  substitue  pour  L  et  L' leurs  valëùi^' dsins  Fë^ 
ation  (5)  y  qu'on  remplace  ensuite.  2  par  sa  valeur 
is  les  deux  premières  équations  (4) ,  on  aura 


*»> 


= X+ -^ .  [(«y— T^y  ) .  /w.X— <mV?'— w>°)  .m. Y], 


12 


•    « 

;trois  équations(6) ,  (7)9  (9) »  en;iufa|^ituai|tpour  L  ^ 
M,  M',  N,  N',  leurs  valeurs,  donneront  de  même 


I  < 


Ton  remplace  TOsdntèhiint  dans  céis  "  ftJrmtiles  les 
très  rn^sn?,  p^,  m,  n,  p,  m' y  »% y^&r  ïesTaléttrs 
'elfes  représentent  >  et' que  pbur Halllffe^  ow  feiisse 

2.  . 
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C**  =  tang A  .  sm(A  — •  ci)  —  tang A' .  sîn(A  —  a) , 
C  =^  tangi' .  sin  (A — a^)  —  tang  A° .  sin  (A  —  a'),  ^(c) 
C  ==  tangi** .  sîn(A  —  i^) —  tang  b  .  sin  (A  —  a^), 

et  - 

D=fengi&* .  8in(a'-fl)  -htangé .  8in(a®-a  )4-taiigô' .  sin(a-a°) ,  (D) 

ce  qui  donne 

A  =  —  cosi"  cos  b  cosb' .  D; 
qu'on  substitue  pour  X  et  Y  leurs  valeurs 
-  X  =  R.cbsA,     Ys=R.sînA^ 

on  trouvera  âpres  dès  réductions  faciles 

a»=X-J =r-.Ccos^, 


/=  YH--rï=r-Csiûa, 


aD 

2D 


.  Ctang^^ 


x—X^-^^    .(C^cos^o  —  Ccoso'), 
X=Y,4-|g    .(C^^sinao-C'sino:), 
-2.=  ^   .(OtangA-^Ctang^O; 


(A) 


Jormu%  d'une  simplicité  remarquable.  En  leur  joi- 
gnant l'équation  (3)  du  n**  2 ,  on  aura  tout  ce  qui 
est  néce^^^f^  à  la  détermination  des  valeurs  des  six 

quantité^j:,^,z,  a:,,x^^/-        . 
6.  Si  Ton  substitue  dans  la  troisième  pour  z  sa  valeur 
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fsinb^et  pour  er  la  quantité  qu'elle  représente  ;  cette 
formule  donnera 

R«'C      /]_       j_\  /     X 

En  faisant  donc^  pour  abréger,  » 

on  aura  pour  déterminer  les  inconnues  f  et  r  les  deux 
équations 

r»=R*— f.(aRcosC)+f'.  J 

On  pourrait  éliminer  entre  ces  équations  Fune  dès 
inconnues  quelles  renferment;  en  substituant,  par 
exemple,  dans  la  deuxième  à  la  place  de  f  sa  valeur, 
on  parviendra  à  une  équation  finale  du  huitième  de- 
gré en  r,  mais  qui  s'abaissera  d'elle-même  au  septième. 
Cette  équation,  résolue  par  approximation,  donnerais 
valeur  de  r;  mais  il  est  plus  commode  dans  les  applip 
cations  de  conserver  les  deux  équations  (B) ,  et  de  dé- 
terminer simultanément  la  valeur  de  f  et  de  r  par  la 
méthode  ordinaire  de?  fausses  positions. 

Quand  les  valeurs  de  f  et  de  rseront  connues,  oa 
aura  aisément  celles  des  six  quanjtitpç».^,^,  ^h^iffif 
z^  par  les  formules  (A) ,  et  l'on  en  conclura  celles  des 
élémens  dé  Tôrbite  par  les  formulesdu  n®  2g,  livre  H. 

7 .  Le  grand  axe  est  donné  par  l'équation 
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Si  l'on  rapposci  ^e  l'orbite  de  la  comète  est  une  pa-« 
rabole,  on  aura  -  =  o ,  et  Féquation  précédente  dé- 
yicindi:^  (         ~ 

On  aura  ainsi  une  nouvelle  équation  qui  pourra 
servir  à  déterminer  le  rayon  vecteur  r  ou  à  vérifier 
les  valeurs  obtenues  par  les  foi*mules  précédentes.  Il 
sera  bon  de  l'employer  à  la  place  de  l'équation  (lo), 
parce  qu'elle  a  l'avantage  de  ne  pas  contenir  la  quan- 
tité D  qui  est  très  petite  du  troisième  ordre  par  rap- 
port à  rintervalle  de  temps  6^  comme  nous  le  ferons 
voir  plus  bas,'  dé  sorte  que  Jes  erreurs  des  observa- 
tions peuvent  avoir  sur  elle  une  influence  sensible. 
Pour  \a  faire  disparaître  de  même  des  formules  (A)  ^ 
je  remarque  que  l'équation  (lo)  donne 

Rr9  ^^  ^.  cosi 

Les  trois  premières  équations  (A)  deviendroot  donc 

ainsi 

a*  ==  X.rf-  f.cOs^fCOsa,         \ 

z  =;?  f.sin  ^>  j 

f 

Valeurs  qui  côïhcîdeht  d'aîlftui^  avec  celles  du  n*"  2^ 
et  les  trois  dernières  donneront 

X,  =  X,  -h  f ' w   ♦  (^1 C03  0° — G'cosa'):,  ... 
jr,  =  Y/4^'*^.(C»sma«-C'smaO;  >(i3) 

.|:^.(G-tangA--C'tang*'). 
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Si,  pourabrëger,  wi  suppose 

F  =  ^ .  (C'cos  «•  —  C  cos  a'), 
G  =  ^.{C*sm  a"  —  C  sin  «'), 

les  valeurs  précédentes  deviennent 

jr,  =  Y, +G./.,      [      (i4) 
z,  ss  H.f.       î 

Si  Ton  élève  au  canré  chacune  de  ces  valeurs ,  et' 
qu'on  la  substitue  ensuite  dans  réquatidn(ii)y  on 
aura 

î=X«,4-Y^4-2f  .(FX+GY)+/^.(F*+G«+HO.  (i5) 

Cette  équation^  jointe  à  l'équation 

/••  =  R*  —  p.(aRcos  c)  +'  f* , ,       (i6) 

que  Ton  obtient  en  ajoutant  de  même  les  carré$  des 
valeurs  de  x,j^,  z,  servira  à  déterminer  les  deux  in- 
connues f  et  r. 

Si  entre  ces  deux  équations  on  éliminait  r  ou  f , 
réquation  résultante  serait  du  sixième  degré  ;  mais , 
comme  nous  Tavons  dît^  il  vaut  mieux,  pour  les  ap- 
plications ,  laisser  ces  équations  sous  cette  forme ,  et 
les  résoudre  par  les  méthodes  ordinaires  d'approxi- 
mation. 
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trois  latitudes  correspondantes  Jf,  é,  h'  de  la  comète, 
ainsi  que  la  longitude  A  de  la  Terre  dans  son  orbite  y  et 
le  rayon  vecteur  R,  relatifs  à  l'obseryation  moyeanei 
on  commencera  par  calculer  les  trois  quantités  C^; 
C,  C  par  les  formules  (C),  et  l'on  déterminera, 
par  leur  moyen,  les  trois  quantités  P,  Q,  H.  On 
formera  ensuite  les  équations  (i 8)  et  (19),  et  eu  les 
résolvant  par  approximation ,  on  aura  les  valeurs  de 
r  et  de  / ,  à  l'aide  desquelles  on  trouvera  celles  des 
six  quantités \r ,  ^,  z,  .r^,/,,  2^,  par  les  formules  (17) 
ou  (2o),  Ces  quantités,  une  fois  connues,  les  élé- 
mens  de  l'orbite  seront  donnés  par  les  formules  du 
n*  29 ,  livre  IL 

Il  ne  faudra  pas  perdre  de  vue,  lorsqu'on  fera 
usage  des  formules  précédentes,  qu'elles  ne  sont 
exactes  qu'aux  quantités  près  de  l'ordre  fl^,  et  que 
par  conséquent  les  intervalles  de  temps  doivent  être 
assez  courts  pour  que  les  séries  {m)  soient  conver- 
gentes ,  sans  cependant  être  trop  resserrés ,  parce  que^ 
dans  ce  cas,  le  mouvement  géocentrique  de  la  co- 
mète étant  trop  petit,  les  erreurs  des  observations 
ont  une  plus  grande  influence  sur  les  résultats.  En 
prenant  généralement  des  observations  dont  les  deux 
•extrêmes  soient  séparées  par  un  intervalle  dé'  temps 
qui  n'excède  pas  dix  à  douze  jours ,  on  satisfera  à  la 
première  condition  sans  tomber  dans  l'inconvénient 
d'opérer  sur  des  observations  trop  rapprochées. - 

1 1 .  Puisque  le  problème  de  la  détermination  de  For- 
l)ite  parabolique  des  comètes  contient  en  général  plus 
Mi'équations  que  d'inconnues,  il  est  clair  qu*oh  pourra 
"Nlonner,  pour  le  résoudre^  une  infinité  de  paétbodes 
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en  combinant  de  différentes  manières  ces  équations 
entre  elles.  Toutes  ces  méthodes  donneraient  des  ré- 
sultats également  exacts,  si  l'on  pouvait  compter  sur 
les  données  fournies  par  Tobservation  ;  mais  comme 
leur  précision  n'est  jamais  rigoureuse-,    il  faudrd, 
parmi  les  combinaisons  qu'on  peut  faire  des  équations 
primitives  du  problème,  choisir  celle  qui  emploie 
le  moins  de  ces  données ,  et  qui ,  par  conséquent ,  est 
plus  exempte  que  les  autres' des  erreurs  des  observa- 
tions. Il  est  bon,  pour  éclairer  cette  question,  de 
faire   quelques   remarques  sur  la    signification  deâ 
quantités    que    nous    avons   désignées  par  D,    G*, 
C,  C.   Considérons,  pour  cela,  le   triangle;  sphé- 
rique  formé  par  les  arcs  de  grand  cercle  qui  joi- 
gnent les  lieux  de  la  comète  dans  les  trois  obser- 
vations données  j  soient  C*C ,  O^ ,  CG' ,  les  ttt)i* 
côtés  de  ce  triangle ,  et  désignons  par  G' ,  G ,  *  G^  les 
angles  respectivement  opposés.  Les  trois  qtiantit^ 
7w°,  w*,  /;**  représentent  les  cosinus  de  l'angle  que  fiait 
le  rayon  /"*  mené  de  la  Terre  à  la  comète  avec  lès 
trois  axes  coordonnés;  les  quantités  m,  «,  p  et-  n/,  n',  jfi 
représentent  les  mêmes  cosinus,  relatifs  à  la  seconde 
et  à  la  troisième  observation;  on  aura  donc  par  les 
théorèmes  connus , 

cos  (C*'C) = m!*m  -j^n'^n+p'^p ,    cos  {CC)  =  /»•/»'+  n'^rZ+py 

cos  (CC)  =:mm' +  nn +pp^ , 

bu  bien ,  en  remplaçant  dans  ces  équations  m^,  n*, 
p"*,  etc. ,  par  leurs  valeurs  n*  5, 

Tome  IL       '  3 
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cos(C**C)=cos(a** — a  )cos6°cos  J+siaô^sîni, 
cos  (GCf  )  =  cos  (a  — a')co^b  cos  i'4- sin  b  sin  V, 
cos  (C'C*)  =  cos  {J — a*)  cos  b^  cos  è'+  sin  i*  sin  6' . 

Reprenons  maintenant  la  valeur  de  A ,  numéro  cité^ 

A= (m'n  — mn)  .p*+  (m*»/»' —  m!n^)  .p  +  {mn"* —  m^rî)  ,p'. 

Si  Ton  élève  au  carré  cette  quantité^  on  pourra 
écrire  ainsi  le  résultat   * 

—  (»*'•+  »'•+/>'•) .  ('»'*'»  +  »^/»  +/><>p)% 

équation  qui  se  vérifie,  en  effet,  en  la  développant. 
Or,  on  a,  en^re  les  quantités  m^^^  ri'y  //%  etc.,  ces 
équations  de  condition 

lii«»»+/i*^+/)«*=l,     m»+;i»+p»=i,     iit'*4.7i'»+/»=i; 

on  aura  donc  simplement , 

A*=  ï+:i.cos(C°C).cos(eC').cos(CC') 

— cos^C^C)— cos*(  W) — cos*(CCO. 

On  a  d'ailleurs,  n*^  5,  D  = r- 7 w*  On 

cos 6^.  CO8 6. cos 6 
voit  donc  que  la  quantité  D  n'est  quWe  combinai- 
son particulière  des  élémens  du  triangle  C*CC'  inter- 
cepté sur  la  surface  de  la  sphère  par  les  trois  lieux  de 
la  comète,  et  qui  résulte  entièrement  des  observations. 
On  peut  donner  à  la  valeur  de  A  une  autre  forme 
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qui  a  layaiitage  de  montrer  de  quelle  manière  cette 
cpantifé  participe  aux  erreurs  dont  elles  sont  affec* 
tées.  Pour  cela ,  remarcpons  que  Fangle  C^  du  triangle 
OCC  étant  opposé  au  côté  CC,  on  a 

cos  (CC) = cos  (C«C) .  cos  (C^C)  +  sin  (C«C) .  sin  (CC) .  sin  C\ 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  Texpression  de  A' 
et  qu'on  extraie  la  racine  carrée ,  on  trouve 

A  =  sin  (OC) .  sin  (OC) .  sinC« , 

équation  où  Ton  peut  d'ailleurs  changer  C^  en  C  ou 
C*  en  C,  et  réciproquement. 

Il  est  évident  maintenant  que  si  les  observations  sont 
très  rapprochées  9  comme  on  est  obligé  de  le  supposer 
pour  faciliter  la  détermination  des  orbites  des  coïkiètosi^ 
les  arcs  C**C  et  C"C  seront  fort  petits  et  l'angle  O* 
différera  peu  de  deux  angles  droits.  La  quantité  A,  et 
par  conséquent  D,  sera  donc  une  très  petite  quantité 
du  troisième  ordre  sur  laquelle  les  erreurs  des  obser- 
vations auront  la  plus  grande  influence  ;  il  faudra  donc, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit>  éviter  autant  que  pos- 
sible l'emploi  de  cette  quantité.  On  peut  remarquer 
encore  que  la  valeur  de  D  serait  rigoureusement  nulle , 
si  C®  était  égal  à  deux  angles  droits,  c'est-à-dire  si  le 
lieu  de  la  comète  dans  la  troisième  observation, 
se  trouvait  dans  le  plan  du  grand  cercle  mené  par 
les  lieux  de  la  première  et  de  la  seconde  obsei^vation; 
et  l'on  sait  en  effet  que  pour  que  trois  points  dont 
lés  longitudes  respectives  sont  à^,  à,  a',  et  lèsléli^ 
tiû4es  &%  b,  Vy  soient  situés  dans  le  plan  d'un  kiéme 

5.. 
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grand  cercle,  il  faut  qu'on  ait  l'équation  de  con- 
dition 

tang  h .  sin  (a® — a)4-tang  i° .  sin(a'— a)  +tang  V .  sîn(a — a*)=o. 

Passons  aux  quantités  que  nous  avons  nommées 
C,  C*,  C,  et  commençons  par  la  première.  Si  Ton 
considère  le  triangle  sphérique  SC^C  formé  par  les 
arcs  de  grand  cercle  qui  joignent  les  lieux  du  Soleil 
dans  l'observation  moyenne,  et  ceux  de  la  comète 
dans  les  observations  extrêmes ,  il  sera  facile  de  voir 
que  C  est  une  fonction  composée  des  élémens  de  ce 
triangle ,  de  la  même  manière  que  D  se  forme  des 
élémens  du  triangle  C°CC'.  Il  suffit,  pour  s'en  con- 
vaincre ,  d'observer  que  la  valeur  de  C  se  déduit  de 
celle  .de  D  en  remplaçant ,  dans  cette  dernière ,  les 
quantités  qui  se  rapportent  à  l'observation  moyenne 
de  la  comète  par  celles  qui  dépendent  de  la  position 
du  Soleil  à  la  même  époque.  Si  l'on  suppose  donc 

r=sin(SC) .  sin(SC')  .  sin  S  , 
Ç  sera  du  même  ordre  que  F,  et  l'on  aura 


cos6**.cosy  ' 


on  aurait  des  expressions  semblables  pour  C"*  et  C, 
en  considérant  les  triangles  sphériques  SCC  et  SC^'C. 
On  voit,  par  conséquent,  que  les  quantités  C®,  C,  Q! 
sont  simplement  du  premier  ordre;  elles  dépendent 
d'ailleurs  en  partie  des  lieux  du  Soleil,  qui  peuvent  être 
regardés  comme  exacts,  puisqu'ils  se  calculent  par 
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les  tables  :  on  doit  donc  les  employer  de  préfôrance 
h  la  quantité  D  qui  est  du  troisième  ordre  ^  et  qui  ne 
dépend  que  des  doi^nées  de  l'observation,,  et  c'est 
par  cette  raison  que  nous  l'avons  tout-à-fait' rêjetée 
dans  la  méthode  exposée  plus, haut,' 

1 2/  Il-faut  observer  cependant  cp'îl  y  a  des  cas  «rù 
cette  •  méthode  elle-même  peut  conduite  à  des  ré- 
sultats incertains?  ce  sont  ceux  où  les  lieux  de  la 
comète,  dans  deux  des  V^îs  observations,  sont  si- 
tues  à  peu  près  dans  le  même  pfan  que  lé  Soleil  à 
l'époque  de  l'observation  moyenne.  On  voit,  en 
effet,  (^ue  celte  circonstance  rend  très  petite  1  une 
des  quantités^  C%-  C ,  C,  c;t  ellérhé  peuvent  plus  alors 
être  dét§)r/niné€^  avec  jis^ç?  jie. précision.  Le  seul 
moyen  (jlQjremédier  à  cet  inconvénient  >  qui  est  sur- 
tout très  grave  relativement  "a  la  quantité  Cqùi 
entre  dans  les  dénominateurs  des  valeurs:  de  F^  G, 
H,  P,  Q,  serait  de  recourir  aux  équations  primitives 
(4)  et  de  chercher  à  en  former  une  combinaison 
nouvelle  par  laquelle  on  put  éviter'  de  faire  usage  de 
ces  quantités  ;  mais  les  formules,  qu'on,  obtient  ainsi 
conduisent  à  des  calculs  beaucoup  trqp  longs  et  trop 
compliqx;ié$  ippur  que  la-pratique  puisse  s'eD  accom- 
moder^-Ge^qtiJil  y  a  donc- de  plus  siniple  à  faire  dans 
ce  cas,  c'est  de  choisir  trois  nouvelles  observations 
pour  déterminer  l'orbite ,  où  si  l'intervalle  qui  sé- 
pare leg  obseârvatioi^  ,.extrênl€S  sur  lesquelles  on 
opère  ne  permet  pas ,  par  son  peu  d'étendue ,  d'évi- 
ter l'embarras  dont  il  js'agit,  de  regarder  lés'éléinens 
obtcmùs''  par  la  méthode  précédente  cbniriié  «rie 
prérnîèfé' approximation  dès  vrais  élériïens,'^t  ^-lés 
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rectifier  ensuite ^  d'après  l'ensemble  des  observation^^ 

pailles  méthodes  ordinaires. 

r  '  1 3. Nous  tUoas  ïnâintenaiitconiûdérer  lecas  génelal 
^ù  les  'dbsérvi^oxis  données  sont  séparées  par  4^ 

intervalles  de  temps  quelconques^  mais  que  nous.  G^iip* 
:jpo$eroQS  l^ujdurs  peii  considérable^.  Reprcttipn^  les 
-^<}uatm  équations  (5,  6,  7  et  9),  n''  3  :  si  |>oar  simplifier 

fies  calculs  on  suppose  :î.,. 

• 

>.=cot6*,cosaV  ^=cotî.cosa,     f=cot6',c<feii', 
A*s=cofo*.sin«*,  n:=cot6.sin<5t,    n  =±: coto  .sii» iff , 
'/•=tanga%        /  =  tanga,         /=tangb',     ' 

:o.;;«î2ïsi!,    ff=îîBsi,     g'=.î^i" 


008  0 


cosa  ^  ^   ^^  c^ô«  ^ 


^c**'=cot«iV  c)i±:cota,  i/ iisderéV, 

ces  équaâbns  pourront  s'écrire  ainsi ,  '  ■   ' 

A'.t;".  *  =  (A'  _  A»)  .  Lr^  (^  —  /•)  .  L',.-,  ' .  V.    i..)  , ,      î 
A'.  iniV.a,=  [W.  (A»  — Aj  — v'u  .  (A'  — A)]  .'t..  7  ' 

-rw.(/'^/)":-;Vu;(î/^-/)]'.i/;^   1  ' 
'  A' . Wu" .x,=  tw.  (>-/)-  V'0 .  (Z-^/)] .  ai*' Va I  ) 

■    A'.TOV.^,==tv»'.(c»---e)-^V'ôvCc'i*J-é)]-,K'    .  l 
'étifiîsanf,  pour  abréger,      /  *' 


p  pp  mrntm  '  n^nn 

•     .^  f    •  .    •  t  i     '  •    •  ■/■/»»•••     ■•'1 

;  DéveM^poD^  ces  formule^  pour  eu  déduîï^:  1%  ya* 
leurs des^^x quantités^,  jr,  z,  ^i,j^,  z,.  Afiii^'^- 
•Ifpjboute  opération  inutilci  nous  remarquerons  d'id>a)rd 


\ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  39 

que  le  produit  uu V  étant  du  troisième  ordre  par 
rapport  aux  intery  ailes  6  et  9^^  si  Y  an  veut  avoir  seu- 
lement dans  les  valeurs  de  or,/,  etc.,  les  tènbéi  du 
premier  et  du  second  ordre  par  rappôirt  au  tem{^ ,  il 
suffira  de  conserver  datis  le  développement  des  équ»- 
tions  précédentes  les  termes  du  cinquième  ordre  in- 
clusivement qui^par  la  division,  s^abaisseront  au  second, 
et  l'on  pourra  négliger  tous  les  autres.  Or,  les  coeffi- 
ciens  des  quantités  représentées  par  L,  L',  M,  RT,  N, 
N'  étâtit  m  nloiâiS  du  premier  oi^dre>  il  suffira  ^9tt^ 
égard  dans  le  développement  de  leurs  valeurs  aux 
termes  du  quatrième  ordre,  deht  posé  y  si  ^our  abré- 
ger on  fait 


2 


et  qu'on  suppose 


■M- 


VI, 


i.:    » 


on  trouvera  par  les  valeurs  de  L  et  W,  donméesn^S^* 


'•       ■  V.      V 


L=-i.,eQ'ô'.x.,  L'=— a..eô'fl".y„. 

•    ■     .  ,.  ■    . .      .  '  •        / , 

La  preihière  des  équ'aâoiis  (21),  en  y  substituant  œp 
valeurs  et  en  divisant  les  deiix  Membres  par  :aaV^-~ 


Rendra 


j  ". 


I  -■■  ■  ». 


z^%}  [(/'^  /•).¥.-  {hf  -  A») .  X .]. 
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Quant  à  la  seconde ,  remarquons  que  les  quantités 
L  et  L' étant  du  jtroisième.ordre,  il  suffira  de  conser- 
ver jdans  leurs  CQ^cîens  les  termes  du  premier  çt  du 
second  ordre  ea^-,et  fl';  on  trouve  ainsi 

W. i  (A"—  A ji-  Vv .  (À'  —  h)  =  6'.  (h"  — ^)  + 1 .  (A'  —  A) 
-'•  =9*.(A»+A'— 2ft)+9/.(A«— A'), 

'^  =8*.(f4->—a/)+9/.  (i»--0- 

.  ^ -i  .  '  ,  J    ■. 

]||^  obsieryant  4qqc  .que  ^  V  =  —  aoSfô",  on  aura 

.  ;.«,  =1;... lih?  +  h'  —  aA).X.  -*.(/»  +  e—td).Yr3) 
— ^.[(A'-A«).X,-(^-/«).T,].  ) 

La  valèîir  de  M  donnée  n*  5 ,  en  ayant  égard  à  la 
signification  que  nous  avons  supposée  aux.le^trep  U", 
V",  u*,  v",  U/',  V^*',  peut  prendre  cette  forme 

M=  i.  [(xj"ii.%*).(/+>)  -  (V'-V) .  C/'-/°)].X 

Pour  simplifier  les  résultats^  nous  observerons  que 
k  diffét*ence  f^  —  jf*  '  est  une  qti'atitîté  très  petite  de  1 
Tordre  de  Vmtervalle  de  temps  Ô  + 6'  qui  sépare  les 
observations  extrêmes ,  en  âof te  qu^on  peut  dans  la 
valeur  de  x^  négliger, son  produit  par  des  quantités 
depénàiintès  déîa'anqiiièm  puissance  du  temps.  En 
substituant  Jxiùru'/'U",  etc. /leurs  valeurs,  ou  aura 
ainsi 
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on  trouverait  par  des  réductions  semblables  aux  pré- 
cédentes , 

M'=:-flfl'fl".(g'-f-^).X.-fl9'.(gr'-r).(X,+i.<rô;'.X), 

on  aura  par  conséquent 
^.-X=£{[(/V-/^)+(/>-//).]-X.+(«»+/-2g-).T,}) 

-^•-  ((/y-/V)-X.+(«:'-«")-Y.}  +ï  •  •*/•  X.) 

j  1 

Enfin,  on  obtiendrait  d'une  manière  analogue 

M'==  — .eere" .  (^ + rf») .  y, — ôy .  (<i' — d») .  (y,  +  i .  <r9/ .  Y) , 

TU^.(ri»r-c)  —  Vu.  (c'— c)=:6*.(c''+c'  — ac)— «;.  (c'— c"), 

et  par  suite- 

y,-.T^^.{[(c»«i4crf»)+(c'd-«r)].Y,+(d»+<f-ai).X,}" 

6»    ,  K24) 

^  -^ .  {(«'«?» -CtT) .  Y.+  (rf'- d») .X, }  +  J  .  rf; .  Y. 

r 

-  ,'i4*  Pour,  réduire  les  formules  précédentes .  à  une 
forme  semblable  à  celle  des  formules.(Â)n°5,  nous 
observerons  d'abord  que  l'on  a  par  hypothèse 
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Or,  si  Ton  £ail 


le  facteur  ô/o"  pourra  être  représenté  par  afl/^;  car 
la  différence  de  ces  deux  quantités  ou  ^(fl' — ô)'.  C  se 
trouve  de  Tordre  des  quantités  que  Ton  est  en  droit  de 
négliger.  On  peut  donc  mettre  les  valeurs  de  X,  et  Y, 
sous  cette  forme  plus  simple 

Remarquons  encore  que  les  quantités  X^,  Y^  se 
trouvent  multipliées  dans  ces  expressions  pai*  la  quan- 
tité très  petite  fl/  >  en  sorte  qu'on  peut,  dans  leurs  va- 
leurs, négliger  les  termes  très  petits  dépendans  4e 
l'excentricité  de  l'orbite  terrestre,  ce  qui  ddtméra 
X^=5 — sinA,  Y^=+cosA,  ou  encore  Xp=— «R-sinA, 
Y,=R,cosA;  on  aura  donc  par  conséquent 

;X,=R^.(cosA-.f6;sinA),  Yt=R^.(sinA4-f9/cosA). 

iSi  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  ëxprès^ons  de  z, 
^éf^jff.f^^'^^  y  retùplsice /,  g,  h,  l,c,  d,  etc.,  par 
le^  quantités  qtie  ces  lettres  représentent ,  qu^on  sup- 
pose pour  abr^iâr 

C/=  tangé  .  cos  (A  —  af)  —  tang  b' .  cos  (A  —  a) , 
C,  =  tango' .  cos(A  -^  0-"  tang  6* .  cos  (A  —  a'), 
C/  j=  tango"* .  côs  (A  —  a)  —  tang  b  .  cos  (A  —  a**), 

en  faisant  attention  aux  valeurs  de  A ,  A',  A',  n^  1 3, 
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on  trouvera  d'abord 

et  les  formules  (2:2)  (25)  (24)  donneront  ensuite 


r^=2C,+tSl^.  [CPçosa^— C<toia'+  Jfl/.CC/cosa^-C/oow')] 


+^'  (C  +i«/-  C><5os« + Ri»;-.  00s  A, 

t  .  H  ' 

i'=        ?§l.[G«*ingfc^-Ctàiigi'+t«;.(Cnai.gA*-C>iig6')]' 

M  dans  ôes  fonnulès  on  suppose  0= 6' ,  ce  qui  donne 
8*=^,  .0/spo  et  0t35-J(r,  on  retrouve  les  formules  (A) 
du  Q**  5 ,  ce  qui  peut  servir  à  confirmer  leur  exacti- 
tude. On  peut  d'ailleurs  faire  prendre  aux  formules 
précédentes  une  forme  plus  simple  encore;  en  effet, 
si  Ton  suppose 


c*-He/.G,»=c.»;  e-h|fl/.c,=c„  C'+|ô;.c/=c.' 


la  Valeur  ie  z  devient 


«  m 


z=-^.C,.tang*, 


et  lés  trois  formule^  (A')  donùent 
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^.=X,+^<C,*»cosa«-C/cosaO+^^C,cosa+RÇ9;xosA,'^  ^ 

^'=        -^'(Q^tangèo-C/tangy)  +5^"  .  C.tang^. 

Pour  éliminer  du  dénominateur  de  ces  formules  le 
coefficient  D ,  dont  l'inexactitude  doit  faite  autant 
que  possible  éviter  l'emploi,  observons  que  la  valeur 

.  de  J3  donne  r=^  ztz  ,  ,^,  ^^ r.  ou ,  comme  z=f  sini, 

r=|  =  y^.  Si  Ton  substitue  donc  cette  valeur  dans 
les  formules  (D),  en  faisant  pour  abréger 

F,  =g^ .  K .  (C^cosao— C/cos  ûO+«/.Q  cas  a+fl/.D  cos  A] , 

G,=^ .  [9" .  (C,o  sina«— C/  sin  a')  +9;.C,  sin  a+^f.D  sin  A] , 

.H,=|^. C<". (C,»tar.gi»- C/taiig*').+  »;.G.teMg*],-    ' 


»    «■ 


Si  l'on  forme  les  carrés  de  ces  trois  valeurs,  et  qu'on 

les  ajoute  en  observant  que  leur  somme  est  égale  à  -, 
n°  7  5  on  aura 


2         2 


^=J- ,  +  2/'.(F,X+ G,Y) +/•.  (F/+ G/:^H;). 
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Cette  équatioQ  jointe  à  Féquation 

r'sssR* — /.  (aRcosc)  +  f*, 

servira  a  déterminer  les  valeurs  de  r  et  de  f . 

Enfin  si  Ton  veut  faire  prendre  aux  valeurs  de  x^ , 
X^,  z^ ,  la  forme  que  nous  leur  avons  donnée  n*  9 ,  on 

fera 

|J^.{fl\[C,-8În(A-a»).C/8in(A-^')]+^;.C.sm(A-û)), 
^.{«^[C,•cos(A-a<>)-C/cos(A-aO]+fl/X,cos(A-a)+9;.D},V(25) 
^.p'.(C,«lang&«»-C/langiO  +  C.  C.tangi]. 

En  substituant  ensuite  pour  X^  et  Y^  leurs  valeurs 
dans  les  expressions  de  x^yjr^^z^,  on  trouvera 


P^.ç g^-j.8inA  +  [Q,.ç— e.8in(A— â»)].cosA, 

J^^s—^P^-C  — i^^^j  .cosA+[Q,.ç— «.8in(A— #)].8În  A, 


Si  l'on  ajoute  les  carrés  de  ces  valeurs,  on  aura 

'= J-i-2c.[p,.  î:g^  +Q,..sm  (a-^)^çS(p;+q;+  h;)  ,  w 

cette  équation ,  jointe  à  Féquation  ordinaire 

r*=R»— /.(2Rcosc)  +  /%  (S) 

fournira  toutes  les  données  nécessaires  pour  la  déter- 
mination des  deux  inconnues  r  ei  f. 


v 

\ 
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I 

1 5.  Les  formules  qui  seiTent  à  déteriâinerles  valeurs  k 
des  sîx  quantités  oc^jr,  ^f^nJ,9  ^,9  sont  donc  par-  j" 
faitement  seml^lables,  soit  que  l'on  considère  des  obser- 
vations équidistantes ,  ou  des  observations  séparées 
par  des  intervalles  de  temps  quelconques.  Les  çoeffi- 
ciens  F^ ,  G^ ,  H^  ou  P^ ,  Q^ ,  H^  seront  seulement  dans 
le  second  cas  un  peu  plus  compliqués  que  leurs  ana^; 
logues  F ,  G ,  H  ou  P,  Q ,  H,  Quant  aux  quantités  que  2 
nous  avons  désignées  par  C,*' ,  Ci  ^  C/ ,  leurs  valeurs  ; 
peuvent  se  former  très  simplement;  en  effet,  si  d2^ns 
la  valeur  de  C,**,  par  exemple,  on  met  pour  C*  Qt  Ç/  -- 
les  fonctions  que  ces  lettres  représentent,  on  a 

C,*»  =  tang  &.[sîn'(A  —  a)  +  f d/.  cos(A  —  a')]  . 
—  tang  ft'.[sin(A  —  a)  +  \^"  cos  (A  —  a)3- 

Or ,  il  est  évident  que  cette  expression  peut  prei)flr9. 
cette  forme 

C.«  ==  tang  Â  v^ip  C  A+ fC-^aO-^  tawg  i\  siD(A+ iC--- û)  7  (afi) 

puisque  nous  négligeons  les  termes  dépendons  du 
carré  et  des  puissances  supérieures  de  9/,  La  même  ^ 
observation  s'applique  aux  valeurs  de  C,  etC/;  il  suf- 
fira donc  de  substituer  A +|ô/^  au  lieu  de  A  dans  les 
équations  (C),n*^ 5,  qui  donneront  alorsimmédiatement 
les  valeurs  des  trois,  quantités  C,*',  C, ,  C/.  Quant  à  là  1 
partie  f  ô/ou  ^.(ft'— ^  8)/elle  doit  être  exprimée  en  par- 
ties de  l'arc  que  décrit  dans  un  jour  le  mQven  mou- 
vement du  Soleil.  Pour  faire  cette  réduction,  on  n'aura 
qu  a  multiplier  la  quantité  f .  (0' —  ô)^^  doiinée  en  jours 
et  fractions  décimales  du  jour  temps  moyen,  par  le 

nombre  355  §538  >  ^^>  ^^  î"*  revient  au  même,  au 
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logarithme  de  j.Cfi'— -6)»  on  ajoutera  le  logarithme 
cx>ii8taiit  3.5500072^  et  l'on  aura  la  partie  |. (8'—-  8), 
exprimée  en  secondes. 

n  est  superflu  de  répéter  ici  l'observation  que  nous 
ayons  déjà  faite  sur  la  convergence  des  séries  (m)  ; 
nous  ajouterons  seulement  que  comme ,  dans  les  for^- 
mules  précédentes,  nous  avons  regardé  8^—8  comme 
ime  très  petite  quantité ,  il  faudra  que  les  intervalles 
de  temps  qui  séparent  les  observations  que  Ton  a 
choisies,  quoique  inégaux ,  ne  soient  p«ftStres  diffé- 
lens  entre  eux  ;  on  satisfera  à  cette  condition  et  à 
œlle  du  n^  10 ,  en  prenant  des  observations  Eûtes  à 
cinq  ou  six  jours  de  distance  l'une  de  l'autre. 

On  pourra  donc,  pour  former  les  données  nécessaires 
à  la  détermination  de  Torbite  des  comètes,  se  servir , 
selon  qu'on  le  jugera  convenable ,  de  la  première  ou 
de  la  seconde  méthode  que  nous  venons  d'exposer. 
Si  la  dernière  entraine  dans  des  calculs  plus  compli- 
qués,  cet  inconvénient  est  peut-être  compensé  par 
les  opérations  préliminaires  d'interpolationsauxquelles 
il  faut  recourir,  lorsqu'on  fait  usage  de  la  première, 
pour  calculer  des  observations  équidistantes.  Il  faut 
remarquer  encore  que,  comme  les  observations  factices 
qu'on  obtient  ainsi  sont  toujours  moins  exactes  que  des 
observations  réelles ,  on  doit  attendre  de  la  première 
méthode  des  résultats  toujours  plus  incertains  que 
ceux  que  donnera  la  seconde,  qui  a  l'avantage  de  s'ap- 
pliquer immédiatement  aux  données  de  l'observation. 

i6.  Quelle  que  soit  au  reste  la  méthode  que  Y  on  em- 
ploie pour  déterminer  les  six  quantités  x,jr,  z,  x^, 
fiyZjy  il  sera  facile  d  en  conclure  par  les  formules  du 
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chap.  V,  livre  II,  les  élémens  de  Forbite  de  la  comète. 
Pour  cela,  on  commencerapar  former  les  trois  quantité 
ocj^'-^x^ff  xz^  —  Xfly  jrZj — jr;L.  Là  première  qui, 
multipliée  par  dt^  représente  Taire  que  trace  pendant 
cet  instant  la  projection  du  rayon  vecteur  de  la  co- 
mète sur  le  plan  de  l'écliptique ,  fera  connaître,  selon 
qu'elle  sera  positive  ou  négative ,  si  le  mouvement  de 
cet  astre  est  direct  ou  s'il  est  rétrograde.  On  calculera 
ensuite  là  quantité  xXf^jrjr;-\^  zz^ ,  ou  du  môinis  on 
s'assurera  du  signe  qu'elle  doit  avoir,  parce  que  ce 
signe  fait  connaître  si  la  comète  a  déjà  passé  par  son 
périhélie  ou  si  elle  s'avance  vers  ce  point.  En  effet/ 
on  a  • 

dt~  r 

Si  la  quantité  xx^^jy^^zz^  est  négative,  le  rayon 
vecteur  va  en  diminuant ,  et  par  conséquent  la  co- 
mète tend  vers  le  périhélie;  elle  s'en  éloigne  au  con- 
traire si  cette  quantité  est  positive. 

Si  l'on  nomme  i  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  l'é- 
cliptique ,  et  ot  la  longitude  de  son  nœud  ascendant , 
le  mouvement  de  la  comète  étant  supposé  direct ,  on 
aura ,  n*  29 ,  livre  II , 

Xjr^ —  Xjjr=  COS  i  .  S/nD  ,  "J 

xz^  —  x^z  =  sin  i  .  cosa .  s/^D,  >  (37) 
jrz^  — f^z  j=sin  i  .  sin  a',  V^îD.   j 

On  déterminera  immédiatement  par  ces  fbrniules 
les  valeurs  de  la  distance  périhélie  D  et  les  angles  f 
et  6t.  On  aura  d'abord 
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tanc  a  =  "^ — ^ , 


tamsi  =  7 — ^-^ ^^ — -. — . 

La  tangente  déterminée  par  la  première  formule 
convient  également  aux  angles  «t  et  i8o*  +  ci.  Pour 
savoir  lequel  des  deux  on  doit  choisir^  on  observera 
que  les  astronomes  supposent  que  Tinclinaison  i  des 
orbites  ne  varie  que  depuis  zéro  jusqu'à  90**,  c'est-à- 
dire  que  l'on  compte  cet  angle  dans  des  sens  opposés^ 
selon  que  le  mouvement  est  direct  ou  rétrograde; 
l'angle  i  devant  toujours  par  conséquent  être  positif 
et  plus  petit  qu^in  angle  droit ,  cette  condition  déter- 
mine le  signe  de  sin  et,  et  par  suite  la  valeur  de  ûl..  Cet 
angle  est  la  longitude  du  nœud  ascendant  si  le  mou- 
vement de  la  comète  est  direct;  c'est  celle  du  nœud 
descendant  si  la  comète  se  meut  dans.lesens  contraire , 
et  il  faudra ,  dans  ce  cas^  l'augmenter  de  deux  angles 
droits  pour  avoir  la  longitude  du  nœud  ascendant. 

Lorsque  les  angles  i  et  cl  seront  connus^  on  aura 
la  distance  périhélie  par  la  formule 


2  COS^  l 


On  pourrait  d'ailleurs  la  déterminer  indépendamment 
de  ces  angles  par  la  formule 

qu'on  obtient  eh  ajoutant  entre  elles  les  trois  équa- 
tions (27)  après  avoir  élevé  chaque  membre  au  carré. 
Tome  IL  4 


^ 
0 
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Connaissant  la  distance  périhélie  D  et  le  rayon  vec- 
teur r,  on  calculera  râtioniHlie  traie  v  de  la  comète 
au  moment  de  la  seconde  observation  par  réquation 


COS*x^  =  "-« 


On  cherchera  dans  la  table  des  comètes  le  temps  T 
qui  répond  à  cette  anomalie ,  et  en  faisant  ensuite 

on  aura  le  temps  t  employé  par  la  comète  à  parcourir 
l'anomalie  v.  Ce  temps  ajouté  à  Tépoque  de  l'observa- 
tion^moyenne  si  la  comète  s'avance  vers  son  périhé- 
lie f  ou  en  étant  retranché  si  elle  s'en  éloigne ,  donaen 
l'instant  du  passage  par  le  périhélie;  U  sera  même  en- 
core.plus  simple  de  calculer  directement  le  temps  t 
par  la; formule  du  n"*  26,  li^re  II, 

-  -  .*=i(3D3)i.  (tang^c^4.'|.  tang»^!^),     (a8) 

en  observant  d'ajouter  au  logarithme  de  (  le  loga- 
rithme constant  1,7644179  >  q^i  est  le  complément  de 
8,2355821  pour  que  le  temps  t  soit  exprimé  en  jours 
moyens. 

Enfin,  pour  déterminer  la  position  du  périhélie,  on 
calculera  d'abord  la  longitude  héliocentrique  ^  de  la 
comète  par  la  formule , 

tang(p=z=-i, 

en  ayant  soin  de  choisir  entre  les  deux  angles  f  et 
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i8o*+(p,  auxquels  cette  tangente  convient  également^ 
relui  qui  rend  sînç  de  même  sigiie  Jique^  et  cos'0 
ie  même  signe ^'Qe  a:«  ....:...  j»ii  -.i.i  \  .  ..  ^ 
Ensuite  f  en  dësîgna»^  -par  X ,  la  :distanQe  angul»re 
ie  la  comète  au  noeud  dont  la  longitude  est  a,  € 
sera  Thypoténuse  d'un  triangle  sphérique  dans  le- 
quel i  est  l'angle  adjacent  autîôie  ^—  a.  On  aura 
donc,  pour  la  déterminer, 

et  la  distance  du  périhélie  au  nœud  ascendant  aug- 
mentée de  la  longitude  de  ce  nœud,  ou  ce  que  les 
astronomes  appellent  le  lieu  du  périhélie  çur  l'orbite, 
sera  a+^  -f- 1?  si  la  comète  s'avance  vers  son  péri- 
hélie,  ou  a  +  ^  —  çf  si  elle  l'a  déjJ^.  dépassé* 

17.  Tous  les  élémens  de  l'orbite  se  trouveront  .^ip^ 
déterminés;  maiscoromeonn'a  employé  pour  cela  que 
trois  observations  peu  distantes  entre  elles  ^  et  que 
d'ailleurs  beaucoup  de  termes  ont  été  négligés  dans 
les  formules  pour  faciliter  les  calculs ,  on  ne  doit  re- 
garder ces  élémens  que  comme  une  première  approxi- 
mation ,  et  chercher  à  les  corriger  de  manière  à  satis- 
faire le  plus  exactement,  possible  à  l'ensemble  des 
observations  connues.  On  a  proposé  pour  y  parvenir 
plusieurs  méthodes  dont  l'esprit  est  le  même,  liiais 
qui  diffèrent  en  ce  qu'elles  eâiploilent  divers  élénvems 
de  l'orbite,  supposée  connue  approximativement  ^  cdlé 
que  nous  allons  développer,  etquLnous'3eixible'lapl«i5 
sÂmpJie ,  su{^ose  ique.  les*  premiers  calculs  onl-^dmimé 
d'une  manière  approchée  la  dislânce  periibélju9>«t  l'ini»- 

4.. 


(m 
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tant  du  passage  de  la  comète  par  ce  point.  U  est  ntik 
par  cette  raison  d'avoir  le  moyen  de  déterminer  ces 
deux  quantités  indépendamment  des  autres  ëlémens 
de  l'orbite  ;  c'est  ce  qu'on  peut  faire  très  simplement 
de  la  manière  suivante.  On  a ,  n*  4, 

Cette  équation^  en  substituant  pour  ^ ,  ^^fj'fytp  ^^^ 
z^  leurs  valeurs  n*  g  ^  donnera 

«^ç*.  [P.8m(A  —  o)4"Q«cos(A  —  a)  -f-.U*  tangft]  .  ooti, 
— 'Ç.<|  — g^ .sîn(A— û)+^.8În(A — «).co8(A-a)  Lcos^-QR} 
—  R  .e  •  »în{A— •). 

Si  le  signe  de  s  est  positif,  la  comète  s'éloigne  du  pé- 
rihélie; elle  marche  vers  ce  point  si  s  est  une  quantité 
négative. 

La  valeur  de  s  étant  connue ,  on  aura  la  distanœ 
périhélie  D  par  Téquation 

D  =  r— i.^\  (5o)  |fiî 

On  en  conclura  l'anomalie  p  par  Téquation  de  la  pan-    ^ 
bole,  î" 


1 

Ci!S 

coc 

(DE 
ié 
001 

en- 

P 
2m 

se 


C0S*rP=  — 


et  l'on  déterminera,  au  moyen  de  la  table  du  monr 
vement  des  comètes,  le  temps  employé  à  décrire 
l'angle  p.  On  ajoutera  ce  temps  à  celui  de  l'époque  si 
la'comète  s'approche  de  son  périhélie,  ou  bien  onTen 
retranchera  si  elle  s'en  éloigne ,  et  l'on  aura  l'instant 
du  passage  par  le  périhélie. 


cl 
r 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  53 


CHAPITRE  IL 


Correction  des  élémens  de  V orbite  déterminés  par  une 

première  approximation. 

1 8.  Après  avoir  développé^  avec  tout  le  détail  né- 
:essaire,  une  méthode  très  simple  pour  arriver  à  une 
connaissance  approchée  des  élémens  de  l'orbite  de  la- 
:oinète^  nous  allons  donner  le  mpyçn  de  corriger  <!es 
9émens  avec  toute  la  précision  que  les  observations 
x>nlportent. 

Four  cela  ^  on  choisira  trois  observations  éloignées 
mtre  elles  ^  et  au  moyen  des  élémens  résultant  de  !a 
première  approximation^  on  déterminera  les  trois 
iQOinalies  p*,  v,  v'  et  les  rayons  vecteure  r*,  r,  r',  qui 
je  rapportent  respectivement  à  l'époque  de  chaque  ob-> 
servation .  Il  suffira^  pour  cela^  de  connaître  à  peu  près  la' 
distance  périhélie  et. l'instant  du  passage  de  la  comète 
par  ce  points  et  c'est  en  quoi  consiste  le  principal 
avantage  de  cette  méthode^  qui  n'emploie  que  deux 
des  élémens  de  l'orbite  pour  les  rectifier  tous.  On  dé-^ 
signera  parV  et  Y^  les  angles  que  comprennent  entre 
eux  ^&. rayons  /*,  r,  r',  en  sorte  qu'on  aura  V=  ^-^9% 
e\y=,v' — p";  el  en  comparant  ces  quantités  aux 
mêmes  angles  résultant  de  l'observation  directe  de? 
la  comète,  la  différence  sera  l'erreur  due  à  l'incor-» 
rection  des  élémens  employés. 
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Les  observations^  il  est  vrai ,  ne  font  pas  connaître 
immédiatement  ces  angles ,  mais  on  peut  les  déduire 
très  aisément  des  données  qu'elles  fournissent.  En 
effets  on  a^  par  chaque  observation  de  la  comète^  sa 
longitude  et  sa  latitude  géocentriques^  c'est*à-dire  rela- 
tives à  la  Terre;  on  en  conclura  aisément^  par  la 
Trigonométrie  ^  ses  longitudes  et  ses  latitudes  hé^uy^ 
centriques,  c'estràrdirp  relatives  an  Soleil.  Pour  cela, 
désignons  par  S  le  Soleil ,  par.  T  la  Terre  et  par 
C  la  comète  y  et  soit  Q!  la  projection<  de  C  swf  le  ]plan 
d^.<  l^'écljiptiquew  Siil'on'Oonsidère  la  p3rraniîde  tenogur 
Vljrel  interceptée  entre  ces  quatre  poii^^  i>n  antafdt»^ 
bjC|i4,STC'=::;:  lbag..0-+-^long.  comète.  En  nommant^ 
cwâoe  précédemment  j  b  la  latitude  géocentraqua  de 
la  comète ,  ce  qui  donne  CTC  =  6 ,  on  en  oondina 
OQS,  CTS  =:  oos  S€'T<  '.  C08  b^r  iMainteitant  ^  dons'^i  le 
t^aitgle:  rectiHgne  GTS,  on  connaît  les  deuUb> oètes 
Ti^'.^^A  et.  CSssr  qui  sont  les  distanoes  TespeciîfM 
d^ila  T^rpe  et  de  la  comète  an  Soleil  ;  on  conna&t  de 
plus  l'iHigle  CTS  opposé  là.  r;  on ;(K>urTa;doi]^jeak 
ctfle^r.l'aAgle  SCT  par.  la  formule  .  .:/t::^.  li. :;•'!•./! 

^\'éik  eurtrohctUrà  le  «rOrisièifhé  bndé  tlST^  du -ïtiéffiii^ 

!)'Qek^'posé/>nôiiim^iis  A^  la  latitude  et '^  *  iâ  idîi^ 
t<ide4téMocetfti<i€[tiè»  <dé  la  comète  :  en  considérait  la 
pyramide  trianguikii'fe  CCST,  on  aura  A  =  CSC'él 
l'on  trouvera  aisément  ' 

•      ^        smh  siiiCST'        ^         '   Vi/rirr       cosCST  '  s  \ 
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L'angle  G'ST  étant  4onnë  par  la  deroière  de  ces  for- 
mules f  si  loa noipme ' A Ja  longitude  hélioceil trique 
de  la  Terre,  ou  ^ura 

On  dietermio^^a,  4e  cette  nofaqière. ,  les  latitudQs  et 
les  longitudes  hélipcen triques  de  la  comète  pour  les 
trois  épNOqùéé  données  ;  voyons  comment  on  "en  con- 
clura Iç^t^ngles.  Y  et  V.  Désignons, par  C"^  Ç,;.(ïles 
lieux  respeçtife  dç.Ja  cpmètÇ  porresponda^nt;  aux  ti;9Jis 
at^sfsr^atjonç  ^^ar^^C^t,  C^,  Çl^\}es  projeçtion9  de  ces 
ppiçts  .  ^  l'eçlîp tiq.ue , ,  et^  i:^nsjdérons  le  fi:ian j^le 
spberiq|i^  fornaé.  par  .le^  dçux  lieux  G,  C%,  çt  par 
le  pôle  de'récliptique.î  Qn,  connaît  (ïâns  ce  triangle 
les  deux  côtés  de  Tangle  au  pôle  qui  sont  les  complé- 
mens  des  latitudes  hélioceptriques  C*SC**^  et  CSC^ ,  ainsi 
que  langle  compris  qui  a  pour  mesure  Tare  C^^C,  dé- 
crit du*  centre,  du  Soleil;  on  aura  donc  pour  détermi- 
ner le  côté  opposé  C*C ,  que  nous  désignerons  par  U, 
la  formule 


♦  i 


* 

cos  Uc=  cos((p-— ^^);cds  X  cos  ^^î+  sin  X  sîn  A*  ;  (A) 


de  même  .ep^  supposant  C'C**  ==  IJ',  qij  aura 


y 


COS  U'=  cos  ((p'—  (P7. dofe  A*  cÔsU'  Vèîii  A*  sin  V. 

Les  deux  angles  U  et  U^^  corresp(ttidant  à  ceux  que 
nous  avons  nommés  V  et  V  pt  que  nous  avons  obte- 
nus par  les  formules  directes  du  mouvement  ellip- 
tique f    on  aura ,   si    les  élémens    employés   sont 

exacts^'..--     u-. ;.'..,  ■•■...:  . 

.yî=.U    et,.  v^=ij'. 
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Mais  y  comme  ceâ  élémens  ne  sont  qu'approchés ,  ces 
équations  n'auront  pas  lieu  rigoureusement,  et  pour 
que  les  valeurs  de  V  et  U ,  V  et  U'  puissent  être  égales, 
il  faudra  faire  subir  quelques  corrections  à  ces  âe- 
mens.  Soient  cTV,  «T-V  JV  et  cTU'  les  variations  co^ 
respondantes  des  angles  V^  V^  U,  UV  on  aura 


t. 


'  Voici  donc  deux  équations  au  moyen  desquelles 
'^oii  pourra  déterminer  les  corrections  à  faire  à  la  dis^ 
tanccf  périliélie  et  à  l'époque  du  passage  de  la  comète 
par  ce  point /pour  satisfaire  scax  observations  don- 
nées; il  ue  s'agit  que  de  développer  ces  équatiôïtô. 

19,  Pour  cela,,  reprenons  les  formules  du  moûve* 
ment  parabolique 

D 


COS*îV 


/=:D«.  N/a.(langtP-|-^,tang4p), 

Supposons  que  Ton  fasse  subir  à  la  distance  périhélie 
D ,  et  à  l'instant  du  passage  par  le  périhélie ,  de  très 
petites  variations  que  nous  désignerons  par  la  carac- 
téristique cT ,  eti  difierenciant  logarithmiquement  les 
fqrm^les  précédentes ,  on  trouvera 

—  =  75-  +  tangfi;.crp, 

On  aura  par  ces  équations  les  variations  du  rayon 
vecteur  et  de  l'anomalie  correspondantes  à  celles  que 
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subissent  D  et  t.  Il  s'agit  de  déterminer  maintenant 
les  variations  qu'éprouvent  simultanément  la  latitude 
béliocentrique  X  et  la  longitude  héliocentrique  (p.  En 
différenciant  logarithmiquement  l'expression  de  sin  A 
trouvée  plus  haut^  et  en  observant  que  les  angles  b  et 
CTS  ne  varient  pas ,  on  aura 

cTa  =  tang  A .  cot  CST  .cT  •  (CST)  j 
en  différenciant  de  même  l'équation  (2)  on  trouve 

J^  •(SCT)  =  — tangSCT .  î~, 

et  par  suite 

«T.  (CST)  =  —  cT .  (SCT) = tang  SCT .  ^  j 
on  aura  donc  enfin 

«TAsstangX  .  tangSCT  .  cotCST .  — .     (a) 

p 

La  longitude  ^  dépend  de  la  formule . 

rrcr*/        cosCST 
cosTSti'  = ;-; 

1  .  .    .  .  .     .  ■       •. 

en  différenciant  logarithmiquement ,  on  en  tire 

eT .  (TSC')=cotTSC .  [jtangGST .  S.  (CST)-tangA  •  cTa]; 

d'ailleurs  cT. (TSC)  =  <f ^  j  on  aura  donc  enfin 

i'^p  =  cotTSC .  (langCST  .  tang  SCT . tangA.^A),   (fi) 

On  déterminera  par  les  formules  («)et  (/l^)  les  varia- 
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lions  de  la  latitude  et.de  la  longitude  hélioœntriqaeS; 
rèlatites  âuxjépoquîèsdes  toois observations  que  l'on 
ai  .choisies  pour  corriger  l-ôrbite.  Maintenant  si  ^  pour 
faciliter  le  calcul  de  l'angle  U  ',  on  suppose  un  angle 
auxiliaire  A  déterminé  par  l'équation       . 

sin*7  A  =  cos*  Y  ((p  —  ^*) .  cos  A* .  cos  A, 
ce  qui  donne  en  différenciant 

on  aura  ... 

sin^U  =  cos i (A  +  A°  +  A) .  cosi(A-J-  A'-—  A), 

i  ;  «  ' 

\ 

et  par  suite.,  .  ,     -, 

•  ■  '■■■  ^.  •     -        •  '■■  ,  -■—  ■     ■  •■■     • 

En  substituant  d^as  cette^jé^uation  pour  cTA^  J^A*et 
cT A ,  leurs  valeurs  précédentes ,  on  aura  celle  de  /U 
exprimée  en  fonctiôtide  Ji)ét  iàe^^'On  déterminer 
de  la  même  manière'  cTV,  en  observant  que  Ton  a 
cTV  zzzSî^  —  J'if'*,  ^t  que  JV^îfc  ift'^  sdnt  données  par  la 
seconde  des  formules  (o').  On  aura  donc  entre  les  va- 
riations J^D  et'i't  dieux  i^âfîédS^ë  c^t^é•fi^ncIèJ: 
d'où,  en  observant  qu'on  a  cTU  — cTVses V— Ut 
otr  tire 
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On  trouvera  une  équation  semblable  en  combinant 
la  première  observation  avec  la  troisième;  on  aura 
donc  deux  équations  qui  ne  renfermeront  d'inconnues 
que  les  variations  cfD'  et  cT/,  et  qui  suffiront  par 
conséquent  pour  les  déterminer.  Si  le  calcul  était 
esact  y  on  «lUl^it  ainsfit  immédiatement  les  valeurs  de  la 
di^ance  périhélie  et  de  l'époque  'du  passage  qui  sa- 
tisfont) le  plus  exactenifent' possible  aux  trois  observa- 
tions données;  mais  comme  on  a  négligé  dans  la  foi> 
mation  de  Inéquation  (e)  les  quantités  du  second  ordre, 
il  £aitidf ày  à  l'aide' des  élémens  corrigés,  recotnmencèr 
les  :  cateiils  t>ré€^ens ,  '■  et'  Fon  détehniriera  ainsi  les 
dofrec«tïôôg  de' ceî5  nouveaux  ëlémens;'Dans  certains 
âtÉs,^dti' seM  même  êlblig^-de  répéter xme  troisième 
loîstCesképéfàtioh9;imàis  elles  n'ont  rien  d'embarras- 
dâtlt^eV  le  calcul  dès  premières  côrrectîblis  facilitera 
célttfe  «te J>  ô^îvànté^;  ^      ' 

20.  Quand  on  sera  ainsi  arrivé  a  utië'cotinâîssance 
sûffîâànliMêiit'èfxacte  de  la  distdhCe^érihélièretdù  temps 
dii»pÀs^age'/'v6fèî  commet  btl*  âétërthiiiètA  ù!vé(î  le 
mette  dégVé^de  prfe'cîsïon  les  autres  ^téniens  de'lW- 
bite.  On  feutetîtùera  datfe  lés  équations^  (rt)  et  (ô)  pôùi* 
Stti  <fDlé^sr  valeurs?  irésttTtântes  des' dernières  opé- 
i*«ît)ttS>  '^ttî'bn'^^ëti  tdtièlu^ài'le^'vaîëtfi^'^^^^  la 

lc«^tedè^  eï'dfe  là  fetî«idfe  liéite^erttrftfiiè^ ^de  fe  (ÎO- 
iwèW^iit-té#épéqués|des-dfeèmti<iùs^^to  ^  ' 

Sî  r6h^\;ô»ï>ai^  éhSn  'ëntfe'  fellèè  fe*premièref  et 
la^dOTrièné-:  ert^ttuA^iiotir  dëteiliiinel*  Kriclinaisdn  i 
de  tbi»l|rté  de  lia  comète  et  là  longitude  '  a  de  son  tiœad 
sur  le  plan  dé  VéctfptiqUè  >  }es  deux  foimùleà  •  ^  ' 


•  f.       .  W"  ■':      •  i   •■        :    ■■•    ■  ■  4^   ! 
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I 

COS  l  =  -r-T- ^  .  COS  A  .  COS  A*, 

sin(f— i'®) 

sîn  ((p  —  a)  =  tang  A  .  cot  i. 

Dans  la  première  de  ces  formules^  il  faut  avoir  soin 
de  prendre  Tangle  i^  —  p"*  de  même  signe  que  f  —  p*, 
parce  que  Tinclinaison  i  est  toujours  supposée  moindre 
que  90**.  La  seconde  donnera  pour  Tangle  ç  — tf 
deux  valeurs  comprises  entre  o  et  180**,  et  il  en  ré- 
sultera par  conséquent  deux  valeurs  de  a.  Pour  déter^ 
miner  laquelle  il  faut  choisir^  on  remarquera  que 
par  la  première  observation  ^  on  a  pareillemient 
sin(^* — a)  =  tang  A** .  cot  i;  on  prendra  dqnc  la 
moyeni;ie  entre  les  valeurs  correspondantes  de  a ,  et 
Ton  saura^  par  ce  qui  a  été  dit  n*  16,  si  c'est  au  n^oend 
ascendant  ou  au  nœud  descendant  de  Torbite  que  cette 
longitude  se  rapporte. 

Le  signe  de  (p  —  (p®  indiquera^  selon  qu'il  sera  posi- 
tif ou  négatif^  si  le  mouvement  de  la  comète  est  direct 
ou, s'il  est  rétrograde.  Enfin  on  aura  le  lieu  du  péri- 
hélie sur  l'orbite  par  la  formule  (29)  du  n®  16. 

21.  La  méthode  que  nous  venons  de  donner  pour 
corriger^  par  les  formules  différentielles^  lesplémensde 
l'orbite  qui  résultent  d'une  première  approximation, 
est  très  exj^cte  et  très  sûre,  mais  les  calculs  qu'elle 
ei^ige  demandent  quelque  attention;  celle  qu'on  trouve 
dans  la  Mécanique  céleste  a  j'avantage  d'êti*:e,  pour 
ainsi  dire  mécanique,  les  mêmes  calculs  se  reprodui-^ 
sant  toujours  pendant  toute  l'opération.  Voici  en  quoi 
elle  consiste.  On  suppose  connus  à  peu  près  la  distance 
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périhélie  et  l'instant  du  passage  par  ce  point ,  et  en 
partant  de  ces  ëlémens  et  des  observations^  on  déter- 
mine, comme  on  l'a  vu  plus  haut,  les  différences 
d'anomalies  de  la  première  à  la  deuxième  observation, 
et  de  la  première  à  la  troisième.  Soient  U et  U'ces  deux 
angles  ;  en  les  comparant  aux  mêmes  différences  d'a- 
nomalies que  donnent  immédiatement  les  deux  élé- 
mens  approchés,  et  que  nous  désignonspar  Y  et  V,  on 
aura 

U-.V  =  m,    U'— V'  =  m\ 

On  fera  varier  d'une  très  petite  quantité  la  distance 
périhélie ,  et  Ton  calculera  les  mêmes  résultats  dans 
cette  seconde  hypothèse.  Soient  n  et  n!  ce  que  devien- 
nent alors  les  quantités  met  m!  ;  enfin,  en  conservant 
la  distance  périhélie  de  la  première  hypothèse,  on 
altérera  un  peu  l'instant  du  passage  au  périhélie,  et 
Ton  calculera  encore  les  angles  U — V  et  U' — •  V.  Dans 
cette  troisième  hypothèse ,  désignons  par  p  et  p^  ces 
angles,  et  soient  i^  et  ^  les  nombres  par  lesquels  il 
faudrait  multiplier  les  deux  variations  supposées  dans 
la  distance  périhélie  et  dans  l'instant  du  passage  pour 
avoir  les  véritables ,  on  aura  les  deux  équations  sui- 
vantes 


(m  —  /i) . w  +  (/n  —  p).  ts=sm, 


On  tirera  de  là  les  valeurs  de  lé  et  /,  et  l'on  aura  par 
conséquent  les  corrections  de  la  distance  périhélie  et 
de  l'instant  du  passage  de  la  comète  en  ce  point.  Si 
les  valeurs  qui  en  résulteront  n'étaient  pas  suffi- 
samment exactes,  on  recommencerait  avec  ces  deux 


kl 

I 
t 

1 


62  THÉORIE  ANALYTIQUE 

élémens  corrigés  les  calculs  prëcédens,  et^  après 
quelques  essais ,  on  parviendrait  à  connaître  la  ynde  ^ 
distance  périhélie  et  Tinstant.  du  passage  au  périhélie  ^ 
qui  répondent  aux  (Nervations  données.   >  >■    ^ 

2^..  Si  l'on  voulait  déterminer  l'orbite  avec  encore 
plus  de  précision,  nu  lieu  d  employer  dans  le  calculdes 
corrections  dei  la.  distance  périhélie  et  de  l'instant  4i 
passage  ^  trois  observations  seulement ,  on  chpisirait, 
parmi  les  observations  de  la  comète^  celles  que  I'm 
supposerait  .Ijçs  pbls^exactes^  jet  en  les  comparant  deux 
à  deux^  on  formerait  un  système  d'équations  semblable 
aux  éqiiations  (d)  ,ou  aiix  équations  (e),  On  combi- 
nerait .  ensuite  ces  équations  de  la  manière  la  plus 
avantageuse  pour  en  tirer  les  valeurs  des  quai^titâ 
qui  doivent  servir  à  la  correction  des  élémens  de  la 
première  approximation ,  et  l'on  déterminerait  ainsi 
rôrbitè  qui  satisfait  le  plus  exactement  possible  9 
l'ensemble  des  observations  connues  de  la  comète. 

Il  peut  arriver  dans  certains  cas  que,  malgré  les 
précautions  que  nous  venons  d'indiquer,  l'orbite  cor- 
rigée ne  représente  qu'assez  imparfaitenolent  encore 
les  résultats  de  l'observation;  c'est  qu'alors  sans  doute 
le  mouvement  de  la  comète  n'a  pas  lieu  dans  une 
parabole,  comme  nous  l'avons  supposé,  et  que  son 
orbite  est    elliptique   ou    hyperbolique.  Cette  der- 
nière espèce  d'orbites  intéresse   peu   l'Astronomie. 
Quant  aux  élémens  de  l'orbite  elliptique,  on  peut 
les  déterminer  par  une  méthode  d'approximation  sem- 
blable à  celle:  du  n^  21 ,  lorsqu'on  a  déterminé  par  les 
méthodejs,  précédentes  la  parabole  qui  représentetà 
à  peu  près  le  n^ouvem^i^t  de  h  con^ète.  Pour  cela<t 
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on  choisit  quatre  observations  exactes  qui  embrassent 
toute  la  partie  visible  de  l'orbite,  et  l'on  calcule  les 
angles  V  et  U  relatifs  à  ces  observations  dans  quatre 
hjpoth^es,  d'abord  en  employant  les  élémens  appro- 
che's  de  l'orbite  parabolique,  ensuite  en  faisant  varier 
la  distance  périhélie;  troisièmement  en  changeant  seu- 
lement rinstant  du  passage,  et  enfin,  en  conservant 
la  distance  périhélie  et  l'instant  du  passage  de  la  pre- 
mière hypothèse  et  en  supposant  une  orbe  elliptique 
très  allongée ,  en  sorte  que  la  différence  i  —  e  de  son 
excentricité  a  Tunité  soit  une  très  petite  fraction.  Les 
formules  du  n°  26,  liv.  II,  serviront ,  dans  ce  cas,  h  dé- 
terminer le  rayon  vecteur  r  et  l'anomalie  (^  correspou- 
dans  à  chaque  observation.  Cela  posé,  en  nommant 
respectivement  m,  t,  s  les  nombres  par  lesquels  il 
faut  multiplier  les  variations  supposées  dans  la  dis- 
tance périhélie  dans  l'instant  du  passage ,  et  la  cpian- 
tité  I— e,  pour  avoir  leurs  véritables-  valeurs,  on 
formera  trois  équations  semblables  aux  équations  (d) 
qui  renfermeront  chacune  ces  trois  inconnues ,  et  qui 
serviront  à  les  déterminer. 

Nous  ne  faisons  qu'indiquer  ici  cette  méthode, 
parc^  que  les  résultats  qu'elle  donne  laisseront  tou- 
jours beaucoup  d'incertitude  sur  la  durée  de  la  révo- 
lution de  la  comète  qui  est  surtout  importante  à  con- 
naître ,  et  que  le  seul  moyen  cei:tain  de  la  déterminer 
est  d'attendre  que  l'on  ait  observé  un  nouveau  passage 
de  cet  astre  à  son  périhélie. 

Pour  faciliter  l'usage  des  méthodes  que  nous  venons 
d'exposer,  nous  allons  en  faire  Tapplication  à  deux 
comètes,  dont  raj^paritioa  a»  été  assez  longue  «pouf: 
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fournir  un  nombre  d'observations  suffisant  à  la  dé^ 
termînation  exacte  de  leurs  orbites. 

Détermination  de  Porbite  de  là  comète  de  1 8^4* 

25.  Parmi Jes  observations  connues  de  cette  comète, 
nous  avons  choisi  les  suivantes.  Les  époques  sont 
évaluées  en  temps  moyen  à  Paris,  compté  de  minuit. 

Août.  Longîtades  observées.      Laiitades  obsenrëes. 

i&  95508,    «•  n'if  27'  12",     A<^  55^  19'  45"  B. 
22,90155^     a  2So.5i«55,     b  57«4^*^3» 
28,87972,        224.  6.5o,         59.55.58. 

On  a  calculé  au  moyen  des  tables  du  Soleil  la  longi- 
tude et  le  rayon  vecteur  de  cet  astre  pour  l'époque 
de  l'observation  du  22  août,  et  l'on  a  eu 

long,  du  0  -f-  1 80®  f  log.  R , 

A .  5290  58'  57" ,  o .  0046529. 

Ensuite,  pour  faire  usage  de  la  méthode  exposée  n*5, 
et  avoir  des  observations  équidistantes,  on  a  déter^ 
miné  la  longitude  et  la  latitude  de  la  comète  pour 
l'époque  du  28"*^*,  86998,  au  moyen  de  la  formule 
d'interpolation  connue 

_  (yn+p)(y^+p)  p{n--p)    ^o  ,  pjm—p) 

dans  laquelle  a"" ,  a,  a'  sont  trois  longitudes  ou  trois 
latitudes  observées  aux  temps  ^  —  m,  t^  t-j-^n  res- 
pectivement, et  z  la  longitude  ou  la  latitude  corres- 
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pondante  à  un  temps  quelconque  t+/7  intermédiaire 
entre  ceux-là. 

On  a  trouvé  ainsi  ^  en  employant  les  trois  observa- 
tions pugcédenfes^ 

Août.  Longitude  interpolée.  Latitnde  interpolée. 

38.86998,     ti  a24'7'6*,  V  59°35'49". 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  que  renferme  le 
premier  tableau ,  on  aura  les  suivantes 

6  =  5^,96845,     A  — a^s=  gaMi'^S", 

A  — a=   99.  7.  4, 
A  —  a'=  io5,5i.5i. 

Au  logarithme  de  9  on  ajoutera  le  logarithme  cons** 
tant  8.2555821 ,  ce  qui  donne 

log.fl  =.9-0114457.    ; 

Cela  posé,  on  commencera  par  calculer  les  trois 
quantités  C',  C  et  C  au  moyen  des  formules  (C),  n°5. 
On  aura  d'abord 


sin(A — a'). .  .9,9858S75      sin(A — rt). .  .9.9944776 
tang  & . . .  o .  1 9^2660  tang  V      0.2  509548 

o.i85i255  0.2254524 

nombres  +  i\  524485  *—  i  .680476 

+ I .524485 


C'î=  —  Of  155991. 


On  trouverait  de  la  ménae  manière , 

TOMB  II. 


Q6  T9^ai£.  ÂN4I/VTIQUE 

G=ïï  0^307764,-  <C5=3--i-a.  i556oa.l  • 

,1  .        • 

Al  l'aide  de  ces  yal^urs^  on  formera  celles  des  quantités 
F,  Q,  H,  qu'on  calculera  par  les  foriçules  du  u?  oj 
on  aura  d'abord  ^ 


COS  b  ry  o     f 

.  -^=i6.^8iî5o. 


et  ensuite 


\ogC\.:^.ïg5ogQ6     log  €'•••.. 9. 1865969 

sin(A-û®). .  .9.9996826      sîn(A-a'). .  .g.gSSSffyî 
log .  ^^  ....!•  2280966       log.  -^ . . .  1 . 22809S6 


0.4208808  o. 3983528 

nomb.  —  2 .6356o8  +  2 .502577 

,     .   ^  2.502577  .      . 

P  =  —  o.i5525i.' 

On  calculera  de  même  les  c^antîtés  Q  et  H^  et  Fon  aura 
Ps= — o.i5525i,  Q=— 0.5(94359,  H=o.j6o7i55. 

Les  quantités  — =p— etesîn(Â — œ)  se  détermineront 

par  la  méthode  exposée  n^  8 ,  et  cos  c  par  réquation 
cos  c  =  —  cos  (A  —  a)  •  cos  i..  On  aura  ainsi 

— 5 — =o.989249>  «sîii(A-A»)=:-o.oi28622,  cosc...&.9a«76863j 

et  les  deux  équations  (18)  et  (19)  deyiendront  en  y 
substitufiAt  ces  valeurs 

r*=c;(i.02i565)  —  aç  +  ç*     )  c. . .0.171139 
i=(o.489389)  +  Aç  +  c,^r---;;^^^ 


t\    :::■"'♦ 
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Four  résoudre  ces  équations,  on  fera  sur  les  valeurs 
de  p  et  de  r  une  première  hypothèse,  dans  laquelle  on 
sera  dirigé  par  les  remarques  du  n"*  7  ;  on  substituera 
ensuite  r-f-cTr  et  f  +  cT/  dans  les  équations  précé- 
dentes ,  et  en  négligeant  les  carrés  des  corrections 
très  petites  JV  et  cTf ,  on  aura  entre  ces  quantités  deux 
équations  du  premier  degré  qui  serviront  à  les  déter- 
miner j  on  parviendra  ainsi,  après  quelques  essais,  aux 
vraies  valeurs  de  r  et  de  /.  On  a  trouvé  de  cette  manière 

r=  I  •  2^6585, 
/>=  0.785761, 

d'où  Ton  a  conclu,  au  moyen  de  la  formule  du  n^  17, 

s=: — o.  565582. 

Cette  valeur  étant  négative,  il  s'ensuit  que  le  22  août  la 
comète  n'avait  pas  encore  atteint  son  périhélie.  Il  en 
résulte  pour  la  distance  périhélie 

D  =/•  —  js*  =  1. 066610, 

ce  qui  donne  pour  l'anomalie  correspondante  à  rol>- 
servation  moyenne 

cos4t'  =  ~  =  9.9393059, 
et  par  conséquent  ^  =  42°2o'52''. 

On  trouvera  par  la  table  des  comètes  ou  par  la  for- 
mule (28)  que  le  nombre  de  jours  que  met  la  comète 
à  décrire  cet  angle  est  de  56,8269,  et  ce  temps  ajouté 
à  l'époque  de  l'observation  moyenne,  donnera  pour 
l'instant  du  passage  au  périhélie,  sept.  28^,7284. 

5.. 
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Connaissant  ainsi  à  peu  près  la  distance  périhélie  et 
l'instant  du  passage  de  la  comète  en  ce  point,  on  poum  a 
s'occuper  immédiatement  de  la  recherche  de  sa  yéri-  k 
table  orbite,  par  les  méthodes  des  n^'  19  et  21 .  n 

Détermination  de  l'orbite  de  la  seconde  comète 

de  i8o5. 


24*  Nous  nous  proposons  de  calculer  l'orbite  de  cette 
comète  en  employant  trois  observations  séparées  par 
des  intervalles  de  temps  inégaux,  afin  de  donner  un 
exemple  de  l'emploi  des  formules  contenues  dans 
le  n""  i4-  Nous  avons  choisi  la  comète  de  i8o5,  parce 
que  son  orbite  a  déjà  été  calculée  par  plusieurs 
autres  méthodes,  et  qu'en  comparant  leurs  résultats 
aux  nôtres,  on  pourra  mieux  juger  du  degré  de  préci- 
sion auquel  nous  atteindrons. 

Voici  trois  observations  de  cette  comète,  corrigées 
de  l'aberration  et  de  la  parallaxe ,  et  évaluées  en  temps 
moyen  compté  de  minuit  à  Paris  : 

Époques.  Longit.  observc^es.  Latit.  observëef* 

Novemb.    aV^nn/^i    a\i/^^  l^i'  4"    ô«.27*25'55" 

30,61095    £Z.i5. 39.40      i.i9.25»a8 
Décemb.       5,29681     a'.  2.  7. 11       V.  5.20.46. 

Les  tables  de  Delambre  ont  donné  la  longitude  et 
le  rayon  vecteur  du  Soleil  correspondant  à  l'observa- 
tion moyenne ,  et  l'on  a  trouvé 

lieu  du  0  + 180^,     log.  R, 
A.68*25'4i",  9.9956675. 


œ 
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Dans  cet  exemple^  on  a  9 = 7 . 1 8854 $  fl' = 4  •  78486, 
en  ajoutant  aux  logarithmes  de  ces  quantités,  le 
logarithme  constant  8.3355821 ,  on  forme  les  sui- 
vantes ; 

log.é  =9.0922228,     log.0''=log. =9.0127696, 

log,/  =  8. 9154514,     log-^^^sslog. =  8.3154287. 

Si  au  logarithme  de  6' — 6  on  ajoute  le  logarithme 
constant  3.55oo075,  on  aura  l'arc  correspondant  du 
moyen  mouvement  du  Soleil  exprimé  en  secondes  ; 

on  trouve  ainsi  —5-  =: —  4?'  "~  ^5".    En  joignant 

cette  valeur  aux  quantités  renfermées  dans  le  tableau 
précédent,  et  en  faisant,  pour  abréger,  A+|ft"^=A„ 
on  formera  les  suivantes  ; 

A-ao...43°44'37",  A.-a»...42«57'i4*,  a*»-^.,.  9°   i'24% 
A-<z-* •  •52.46.   ij   A|-a.. ,  .5i. 58.38,    a-a^...  13.32.29, 
A— a'..  .66. 18. 3o,    Ag-a'..  .65.3i.   7,    a**-a'. .  .22.33.53. 

Cela  posé,  on  commencera  par  calculer  les  trois 
quantités  C**, ,  C,,  C\,  comme  nous  l'avons  expliqué 
n°  i5;  c'est-à-dire  au  moyen  des  formules  (C),  dans 
lesquelles  on  changera  simplement  A  en  Â,  ;  on  trou- 
vera  ainsi 

C^=o.a748775,  C,=:;r-o.45  24441,  C',=+o.  i685  io5j 
d'où  l'on  conclura 

^=—214.2618. 
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La  quantité  D  se  calcule  par  la  formule  (D),  et  Ton 
trouve 

D  =  o .  0046390. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (25), 
on  aura 

P^= — 2.3i4o20^  Q^= — 4*^262j^,  H;= — 3.6o5632j 

on  forme  d'ailleurs  aisément  les  quantités  suivantes 
qui  entrent  dans  les  équations  (a)  et  (€),  n*"  14^ 

J"    ==  1 .014545 ,  e  sin  (A —  û))  =  o .  O086865 
(2R  cos  c)= — 1 .  1 247 1 7  • 

Au  moyen  de  ces  valeurs ,  les  deux  équations  à  ré- 
soudre pour  la  solution  du  problème  deviendront 

^  =  (o.97ï^58)  +  (i.i347i7)./'-î-/'% 

i  =  (o.5i46883)  +  (2.582646).f+(i7-285o34)./, 

d'où  l'on  tire^  après  quelques  essais , 

.r=  1.048785, 
f  =  0.104679. 

Les  formules  (20)  donneront  ensuite 

a:=       t. 045256,     x^  =  —  ô.43oi55, 
j-  =  — 0.078599,    jr^=       1.256774, 

25=  0.054812,        Zy  =—•  0.377434, 

d'où  l'on  conclura 
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ÏOg-(jy2— 72^^  =  8.1487651,        _ 

log .  (xjz — xzj  =  9 .  5^92583w  ' 


,  on 


Le  sîjgoe  dé  là  (jùàA^^  positif; 

en  conclut  d'aboiffi  tjtte  le  litoii Vèfâéht 'd«  la  coifaète 
est  direct.  Si  l'on  nomme  et  la  lougitude  de  son  nœ^d 
et  V  rihcliàâisbn^  dfe  Son  oFbîte  sûr  Vi^cliptique ,  on 


antà  '^'  '  '-•  '     ='•»  -^'  ■  •■■>•«  =i 


tang  a  =  «î^z-^jïd  s^^ .  5695o4Ô . . 


)  -- 


ce  qui  donne  a  =  2'7'3î ",  ou  bien  olz=zi82'*j  5i  ; 
on  trouvera.ensuite 

et  comme  taïag  i  doit  toujours  être  une  quantité  po- 
sitiye,  on  aura 

^'^  :  '  .    i         ■    ■  f  T ' "v  '    *    »  •  1  '  )    ■    j  '  t  •  ■■    »  '. 


Ift^H^e'sèaéfênhmera'par  la  formule 

£q  cakukht  dicecteinent  jcette  valeur  par  la  formule 
(5o),  on  atroJUTe  Bzaô.jdgt  r2t  /  résultat  qui  diffàiie 
très  pèji  da  précédent.  K ;.'.•     '  .       1       ii> 

Dé  là' on  conclut  l'anomàliècôrrè^ndante  à  Tol?^ 
servation  moyenne  par  la  formule    :•  î 
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COs'^i  »'  =  -=§.  9290507 , 

ce  qui  donne  p  ï=  45°  Sy'  3a"»  -  ; 

Le  teoips  ({ue  la  compte  ^p^ploîe  à  déçripe  cette 
anomalie  se  déteroiin^  par  la  formule       .         . 

f  =  (2D»)*.(taiigip-t-i.tang»ii').[i. 7644x791- 
En  substituant  pour  D  et  i^  leurs  valeurs ,  on  trouve 

tangue;.,.  9.6258958 
■  '    \  '  -  1 .7644179    '    ■     •         ''''.' 

1 .4637335 29',bÔ924 

itang'ij;...  8.7706663     .  .    _,. 

o.254398S>'r.  •.   1, 7i532 


•  > 


^....5o.  80456-' 


f  «  < 


Le  temps  <  est  l'intervalle  qui  s'e'coule  entre  Hns- 
tant  de  l'obseiration  moyeutiiâ  et  celui  4u  passage  de 


quantité  s  ou.  seulement  déterminer  son  sisne  par 
la  formule 

Ici  ^  est  négatif,  et  il  en  résulte  par  conséquent  que 
là: comète  s'avance, vers. son^pârihélie.  En  ajoutant 
dooc  j  à  '.  l'époque  de  l'observ  ation.  imoyenne ,  c^est-à- 
direau  5o,5i095  novembre,  l'intervalle  de  5o''>8o456^ 
ofi  auna:^  pouit  l'instant:  du  passage  au-  périhélîey  le 
5i,5i55i  décembre..  .>.    .       •    .     •      -  ..-      i.  - 


e  ced 
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Déterminons  enfin  la  position  du  périhélie  sur  For- 
bile  ;  on  aura 

tang  Ç)  =^  =  —  (8.8761980) , 

d'où  Ton  conclut^  n*  16 , 


^179;:  (p=555Mi'59'; 

:    ODL  aura  ensuite 


iroove 


ce  qui  clonne  cr=:  175^18',  et  Ton  aura,  par  consé- 
quant,  pour  le  lieu  du  périhélie  sur  l'orbite 

En  irçunissant  les  diverses  quantités  que  nous 
venons  de  trouver,  et  ajoutant  68'*25'4i'^  ou 
l'angle  A ,  à  la  longitude  du  nœud  et  à  celle  du  perl- 
ons-1  liéHe,  pour  que  ces  longitudes  soient  rapportées 
^  dej  cùimné  à  l'ordinaire  k  la  ligne  des  équinoxes,  on 
desf     aura,  pour  les  élémens  de  l'orbite. 

Passage  au  périhélie ....  décembr  •  3 1^,  3 1 55 1 , 

Distance  périhélie o.  8gr  122, 

Lieu  du  nœud  ascendant. .  •  •  •   ^ôq"* 33'  1:2', 
Inclinaison 16. 3i  .43, 

Le  I  Lieu. du  périhélie i  109. 28.44^ 

it  1       ■     .S^s  du  mouvement  direct.  ■ 


-h 
>ar 


f 

A 
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.  « 

Rectification  des  élémens  de  Vorbite  de  là  vôtnète 

de  1824. 


' 
I 


25.  Nous  nous  proposons  maintenant  d'appliquer  à 
la  comète  de  1824»  la  méthode  que  nous  avons  dx)nnée 
pour  arriver  à  une  cotmaîssanèê- exacte  des  élémens 
de  l'orbite  d'une  comète,  lorsqu'on  connaît  à  {^eû^pk^è^ 
la  distance  périhélie  et  le  temps  du  passage  au  péri- 
hélie. 


Nous  avons  choisi  ^  pour  cqrriger  ces  deux  elémenS; 
lés  trois  obseirvations  suitantes  :  1 


.'i . 


Époques.  Ijongirudes  observées.  Latitudes  observe'es. 

Août 4/9275  û*  252°  32'  28"  *•  48°   7'  3o", 

:à2>95ï4  £1. 250.54.49  4.57.44.^*3, 

Septembr.   3,9160  a' HiS:  4.54  *' 6t'.   4/^^- 


■  « 

■r  ■...■   ■: 


t    ^        M  k     « 


:  Las  lieux  du  Soleil  CQp^!^spopda^t  aux    mêmes 
.époques  et  calculés  par  les  :taJt)l<S6  de  I)|9lïtnil>i*e.^ja-- 
nent  •        ^  ,  :.  j. 

Longitude  o .  log.  R. 

1 52*^2 1^58''  0V0060678:'   •' 

y49.41.5a  0*0646284 

i6t.i5.54'  0.0655786. 

Supposons' que  par  les  premiers  essais  on  ait.trouvé 
pour  la  distance  périhélie  i.o4598.et  pour  l'éj^oque 
du  passage  le  28"'", 5 1 53;  calculons  avec  ces  élé- 
mens approchés  les  angles  U,  V,  U'  et  V  par 
la  méthode  exposée  n"*  18.  Voici  le  détail  de  ce 
calcul  : 
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,5 


Pot.  pér.  6ëpf .  28 ,  S 1 53  t,  «  '• 

Ep.don.^oikt.    49  9^7^  ^** 

^.  =  54/,3878  T.. 

o . o I 94^34 
9.88i5io6 


i  735501 5    v>»==i58»3o^  iS^B 
0.0291351  cosji'®.  9.9403553 


i>0 


cosG'US..  ^  9.7012595 

cos  6®.  • . .  9 .  8244563 

cosCTS..  9,5257158 

sin  GTS. .  9 .  9740669 

R** . . . .  o .  0060678  . 

I  :r**. ., .  9.8620874 

sin  SCT. .  9.8422219 

sin  CST..  9.6470651^  . 

8m&®.  9.87i92if7- 

iCsînCTS.  o.  02593*31 

sin  A*'..  9.5449^30 

cosGST..  9.9523989 


I .7063664 
6o/,8588        .  :  /.    ! 

long»  0.f.  i3a«ai'58* 
long.comët.  252.32.28 

.  ;élong.  eTS=:  ilô^  10' 3o'' 


COSA®. 

cos  CST, 


9.9715041 
9.9808948 


CTS..    109036' 14" 
SCT..  :-  44.  3.«^. 

.163039^47 
CST..      26°  20' 19 


n 


■/S 


lat.  hélio.  A*».. .    ip^  îi  '  46^  ^ 

coiAmatC'ST.     i6»52'i5' 
long.delàXer.    3i2,2i.58 

long,  hélîo.  ^«^ .    29»»  29'  43" 


Nous  venons  de  détermine!*,  par  ce  calcul,  Taho- 
malîe,  la  longitude  et  la  latitude  héliocentrlques  de 
la  comète  relatives  à  l'instant  de  l'observation  du 
4  août;  en  répétant  le$  mêmes  opérations ^v  par 
rapport  aux  époques  du  22  août  et  du  3  septembre  , 
on  parviendra  aux  résultat^  suitans; . 
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4/0=  58«3o'i3''8,    i^=:   4a»56'i7''3,    */ =   So^ig'ao'S, 
ço  =  295.29.43  ,      ^  =  306.59.52,       ^'  =  3i8.  i3.  4^ 

A®=  20.31.46,      A=  31.45.33,      a'=  4o«i4-4^' 

Ces  valeurs  donneront ,  en  comparant  les  deux  der- 
nières observations  à  celle  du  4  août  ^ 

v'^'^v  =  i5*  33'  39" ,     (p  — ^«  =  II**  3o' .  9", 
p* — ^'=28. 10.54  >     ?' — ^^^s^  23.43.21, 

et  au  moyen  de  la  formule  (4)  f  on  eu  conclura 

C08((p— ^•).   9.991 1888 

^   ,  sînA^.  q.544Q23o 

cosA®..  0.0715041  .  ^         ^o 

^  ^     i^^Z  smA..  0.7212730 
cosA...  9.9295557 

9.8922488  9-"^'9^ 

nomb. +0.780277  +0.184585 

+0.780277 

cosU  +  0,964862    log.  9.9844652. 
On  aura  donc 

•       U.  .  .     i5»i4'  2" 
V.  .  .     i5.33.39 

V— U.  .  .       ï5  V^    /«.  .  .  4-  1177". 

On  trouverait  de  même 

U'. .  .     27°  58'  16" 
V'..  .    28.10.54 

V— U'TTT  32'  38"      /»'...  +  1958". 

26.  Supposons  maintenant  que  l'on  Êisse  varier  d'une 
petite  quantité  la  distance  périhélie  et  l'instant  du 
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Hsage^  et  déterminons  les  variations  correspon- 
ites  des  angles  U^  V^  U'^  Y^  Les  calculs  qui  ont 
vi  à ,  former  ces  angles  fourniront  toutes  les 
iinëes  nécessaires  à  cette  nouvelle  recherche.  On 
*a  d'abord  par  la  seconde  des  formules  (o') , 

• 

J'v'  =  (27i8").«r«  —  (2iao67").<rD,' 
A  =  (SSiS'O.J'i  —  (i85a5o'0.<rD, 
«Tt»'  =  (4069").  J^«  —  (142464").  «TD, 

par  la  première  des  mêmes  formules ,  en  conyer- 
iant  tous  les  termes  en  secondes, 

^  =  (i522")./i  +  (78470*  ).^D, 
y-  =  (i582")Jt  +  (i25i65").crD, 
^  =  Çiio5")Jt  -tf  (i5864o").<rD. 
La  formule  (a)  donnera  ensuite 

J^A-  =  (0.75191).^, 
«TA   =  (i.i855  ).^, 

>A'  =  (1.4448  ).7^, 
pai*  la  formule  (b) ,  on  aura 

J^,p•  =  -^  (0.67584).$^, 

«T^»   =  —  (i.ioSg  ).— , 

<r<J>'    =   —   (l  .  3466   ).y. 
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Ea  recommençant  avec  ces  données  les  calculs  précé'  , 
denSy  on  trouvera 

U...  i5*i4'   o'  V...  2fS&5G' 

p  =:  +  585%  p'=  +  loff. 

Au  moyen  des  valeurs  de  m  y  m\  n,  //,  p  et  p\ 
on  formera  les  suivantes  : 

rn-'n—''  1 2 1  a",  m-/>=+794">  ni'- j»'5=-  2963",  mf'p=s+ 1  aSa', 

et  l'on  aura  à  résoudre  ces  deux  équations 

—  1212. 2<  4-     794'^  =  *^77> 

—  2965. M  +  1252./  =  1958, 

d'où  Ton  tire 

tt  =  —  0.097040,       /  =  -f-  1.55425, 

En  multipliant  respectivement ,  par  ces  deux  quan* 
tités ,  les  variations  —  o .  04  et  -j- 1^,  que  nous  avons 
supposées  à  la  distance  périhélie  et  à  l'époque  du 
passage ,  on  aura ,  pour  les  variations  véritables  de 
ces  élémens , 

J^D  =  +  o.oo588i6,      JV  =  + 1^,55425  , 

d'où  l'on   conclura,   pour  la   distance  périhélie  et 
l'instant  du  passage  au  périhélie  corrigés , 

D  =  1 ,  049862  V     inst.  du  pass.  sept.  29^,6495. 

En  calculant  avec  ces  élémens  les  angles  U,  V,  U',  V'i 
on  aura 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  8i 

U...  i5°i4''44",         U'...  27' 3/ 44", 
V...  i5.'i4. «o,  V'.. .  57.36.2e:' 

u—vTr!        73?,  U'— vTT       7^\"' 

On  ferait  disparaître  entièremenj;  ces  différences  ^.  ça 
augmentant  un  peu  la  distance  périhélie  et  en  avan- 
çant l'époque  du  passage;  mais  comme  elles  ne  s'é- 
lèvent guère  à  plus.'idiurie  minute^' noua  ne-; ^1»* 
serons  pas  plus  loin  cette  recherche,  et  rious  détér^. 
minerons ,  d'après  la  distance  périfa^lie-  ^  l'ihst&tit 
du  passage  précédent;  tous  les  élénïens-de  Torbîte. 
Le  calcul  que  nous  venons  .de  faire  des  iangle^'  U,  V^ 
U',  T  a  donné 


A'=  21.  o.   2 
^•==295.   5.32 


P=:44«    i'2o"|p'=  Si^Sg'    4" 


A=  32. 3i  •  9 


x'=  41*  5.  4 


^=506.16.47  I<p'=5i7.29.    I. 


En  combinant  entre  elles  les  valeurs  qui  se  rappor- 
tent à  la  première  et  à  la  dernière  observation  ,  parce 
que  ce  sont  celles  qui  donnent  aux  numérateurs  et 
aux  dénominateurs  des  formules  du  n®  20,  les  plus 
grands  nombres  et  dont  on  doit  attendre,  par  con- 
séquent ,  le  plus  d'exactitude ,  on  trouve 

1  =  54^36'   6",         a  =  279-1 3' 44". 

i  est  l'inclinaison  de  l'orbite,  et  le  mouvement  de  la 
comète  étant  direct,  a  est  la  longitude  du  nœud 
ascendant.  En  nommant  a  la  distance  de  la  comète  à 
ce  nœud,  à  lepoque  de  la  première  observation,  on 
trouve  parla  formule  (2g),  n"  16, 

Tome  IL  6 
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(7  =  26«  4'  45",      • 

d'où  :  l'on   conclura ,  pour  le  lieu   du  périhëlie  sur 
l'orbite , 

Les  ëlémens  de  l'orbite  de  la  comète  de  1 8^4  seront 
donc 

Passage  au  périhélie  ^  septembre.  •  .     !igf,64g5 

Distance  périhélie 1*049862 

Lieu  du  périhélie  sur  l'orbite 4*  55'  59" 

Longitude  du  nœud  ascendant.  .  .  •  279,15.44 
IqclinaisQn  de  l'orbite.    .  .  .  ^  .  .  .     54 «56.  6. 

Sens  du  mouvement  direct. 


.        •    m  * 
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CHAPITRE  III. 


rhations  du  mouvement  elliptique  des  Comètes. 

Les  comètes  sont^  comme  les  planètes,  assujet- 
des  perturbations  qui  altèrent  leur  mourement 
:}ue  autour  du  Soleil,  et  qui  font  varier  par  de^ 
.'S  ëlémens  de  leurs  orbites.  Ces  perturbations 
n  général  beaucoup  plus  considérables  pour  les 
es  que  pour  les  planètes,  et  elles  sont  surtout 
les  dans  la  durée  des  révolutions.  Leur  déter^ 
ion  doit  dépendre  évidemment  des  mêmes  prin<«- 
:}ue  celle  des  inégalités  planétaires ,  puisqu'elles 
nt  de  la  même  cause,  et  la  méthode  exposée 
,  :  livre  II ,  qui  consiste  à  exprimer  l'effet  des 

perturbatrices  par  la  variation  des  constantes 
lires  qui  entrent  dans  les  formules  du  mouve* 
elliptique,  parait  être  encore  dans  cette  questioii 
5  appropriée  à  la  nature  du  problème.  On  dé^ 
le,  en  effet,  très  simplement  de  celte  manière 
iriations  différentielles  de  chacun  des  élémens 
:bite,  et  il  ne  s'agit  plus  que  d'intégrer  ces  for- 

pour  avoir  tous  les  élémens  du  mouvement 
comète  dans  son  orbite  troublée.  Malheureu- 
it  cette  intégratioidL  présente  de  grandes  diffi  v 

6-. 


f 
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cultes.  Les  excealricites  des  orbites  des  comètes  étant 
en  géneVal  très  considérables^  et  leurs  inclinaisoDS 
à  rëcb'plîque  variant  h  l'infini,  il  n'est  plus  possible 
de  développer  la  fonction  perturbatrice  en  série  con-  jta 
vergente  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  as-  f 
cendantes  de  ces  quantités ,  et  il  faut  renoncer  à  Fa-  ^ 
yantage  d'avoir,  pour  déterminer  les  inégalités  des 
comètes,  des  formules  qui,  comme  celles  des  per- 
turbations planétaires,  embrassent  un  nombre  indé- 
fini de  leurs  révolutions  et  ne  demandent  que  des 
substitutions  numériques  pour  donner  les  résultats 
cherchés.  Pour  intégrer  les  formules  différentielles 
des»  clémens  de  Forbite  troublée ,  on  est  obligé  ici  de 
recourir  aux  méthodes  d  approximation  connues  sons 
le  nom  de  quadratures  mécaniques.  Ces  méthodes 
consistent  à  partager  la  courbe  décrite  par  la  comète 
en  portions  très  petites,  par  rapport  auxquelles  m 
détermine  les  altérations  produites  par  les  forces  per- 
turbatrices sur  chacun  des  élémens  de  l'orbite  ;  diffé*- 
pentes  .forintiles  donnent  ensuite  le  moyen  d'en 
conclure  les  variations  totales  de  ces  élémens  dans 
l'intervalle  compris  entre  les  deux  extrémités  de  l'arc 
de  trajectoire  que  l'on  a  considéré.  On  peut  détermi- 
lier  de  cette  manière  les  altérations  des  élémens  de 
i'Orbite  elliptique  pendant  une  révolution  entière,  de 
4a  comète.,  c'est-à-dire  dans  l'espace  de  temps  qui 
s'écoule  entre  deux  passages  de  cet  astre  au  périhé- 
lie; mais  les  calculs  que  cette  méthode  exige  dans  lés 
applications  sont  immenses,  et  il  convient  de  les  res- 
treindre autant  que  possible,  pour  éviter  tout  tra- 
rai|  inutile  au  calculateur.  C'est  ce  qu'on  peut  faire 
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très  slniplcrnent  lorsque  la  comète  est  dans  la  partie 
supérieure  de  son  orbite ,  et  que  sa  distance  au  Soleil 
devient  très  grande,  relativement  à  celle  de  la  planète 
perturbatrice  au  même  astre.  La  fonction  dont  les  per- 
tarbatîons  dépendent  peut,  dans  ce  cas,  se  développer 
en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  descen- 
dantes de  cette  distance ,  et  les  expressions  difieren-* 
tielles  des  altéralions  des  élémens  elliptiques  se  par<j 
tagent  alors  en  deux  parties  dont  Tune  est  intégrale 
par  elle-même,  et  dont  lautre,  beaucoup  moins cpn^ 
sidérable  que  la  première,  pi^ut  se  déterminer. par 
des  approximations  successives,  aussi  exactement  que 
Ton  veut. 

La  théorie  des  perturbations  des  comètes  peut  donc 
être  regardée  comme  complète,  et  les  travaux  de 
Lagrange  sur  ce  sujet,  exposés  dans  un  beau  Mémoire 
qui  remporta  le  prix  proposé  par  l'Académie  des 
Sciences,  en  1780,  n'ont  presque  rien  laissé  a  faire  à 
ses  successeurs.  Sans  doute  on  pourrait  désirer,  pour 
déterminer  ces  perturbations,  une  méthode  dont  l'ap- 
plication numérique  fût  plus  simple;  mais,  par  la  na^ 
ture  même  des  diflicultés  que  présente  la  question,  il 
me  parait  douteux  qu'on  y  parvienne,  et  il  est  probable 
que  long-temps  encore  ce  sera  à  la  patience  du  cal- 
culateur à  suppléer  sur  ce  point  aux  imperfections 
de  l'analyse. 

Nous  présenterons,  dansée  chapitre,  les  expres- 
sions différentielles  des  élémens  de  l'orbite  troublée 
des  comètes ,  sous  la  forme  particulière  qu'il  convient 
de  leur  donner,  pour  faciliter  l'application  de  la 
méthode  des  quadratures  mécaniques  à  leur  intégra'» 
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tîon .  Nous  développerons  ensuite  ces  formules  pour 
le  cas  où  la  comète  est  dans  la  partie  supérieure  de 
son  orbite ,  et  en  considérant  les  termes  de  ces  ex- 
pressions qui  peuvent  s'intégrer  rigoureusement, 
nous  donnerons  des  formules  analytiques  qui  expri- 
meront f  sous  forme  finie ,  la  partie  la  plus  considé-^ 
rable  des  perturbations.  Nous  exposerons  enfin  le 
moyen  de  déterminer  par  approximation  l'autre 
partie  avec  toute  la  précision  désirable.  Dans  le  cha- 
pitre suivant,  nous  présenterons,  avec  autant  de  dé- 
tails que  le  permettront  les  bornes  de  cet  ouvrage , 
l'application  de  ces  formules  aux  trois  comètes  dont 
le  retour  périodique  est  maintenant  constaté. 

:29.  Soient  m  la  masse  de  la  comète  Xyj^  z  ses 
coordonnées  rectangulaires  rapportées  au  centre  du 
Soleil  dont  la  masse  est  représentée  par  M;  soient 
or',  y' y  z'  les  coordonnées  de  la  planète  perturbatrice 
m',  rapportées  aux  mêmes  axes  et  à  la  même  origine 
que  les  premières.  Si  l'on  désigne  par  r  çt  r'  les 
rayons  vecteurs  de  m  et  de  /w',  et  que  pour  abre'- 
ger  on  fasse 

f  =  {x^  --xy + ay^jry + («' — zy, 

et 


R  =  /«^(-^-^^^±^0, 


les  trois  équations  difféi^ntielles  du  mouvement  de 
m  autour  de  M,  en  négligeant,  pour  pins  de  sim* 
plîcité ,  la  masse  de  la  comète  devant  celle  du  Soleil 
prise  pour  unité,  ce  qui  suppose  7/î+M  =  i,  seront ,^ 
n*8,  livi^èll, 
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O'x    .     X        rfR 


t*  +  P 


J^s    -T-    ^  —    J, 


X 


9 


3rsque  R  est  nul,  ou  lorsqu'on  fait  abstraction 
forces  perturbatrices,  ces  équations  soni  celles 
mouvement  elliptique  :  nous  ayons  développé 
s  intégrales  complètes  dans  le  chapitre  IV  du  livre 

• 

apposons  donc  que  XyY^z  soient  les  trois  coor- 
lées  de  la  comète  dans  Torbite  elliptique,  et 
*^x  f  jr^  ^jr  j  z+J'z,  ce  que  deviennent  ces 
ars  dans  Forbîte  troublée ,  «Tjc  ,  Jjt  et  cTz  étant 
:ès  petites  quantités  de  Tordre  des  forces  pertur- 
ices;  en  substituant  ^-j-cT^,  J'+Jy,  z+J^z  , 
place  de  Xfj',  z  dans  les  équations  précédentes, 
égligeant,  comme  on  le  fait  ordinairement  dans 
héorie  des  comètes,  les  termes  du  second  ordre 
rapport  à  773',  on  aura 


d'.i*    ,    fx 

Zstr 

dR 

de    ~^  r* 

r*     " 

-dx* 

d\3y       iy 

3^/y  _ 

dK 
~dy' 

d\  i%         Iz 

3%i> 

dK 

dt^'  +  -?  • 

ri    - 

=  S' 

(B) 


L  ces  équations  étaient  intégrables ,  elles  donne- 
nt immédiatement  les  valeurs  des  variations  S'Xy 
et  cTz ,  et  en  les  joignant  aux  valeurs  des  trois 


\ 
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coordonaées  jt:,^-,  z  relatives  au  mouvement  ellip- 
tique, on  pourrait  déterminer  à  chaque  instant  le 
lieu  de  la  comète  dans  son  orbite  troublée • 

On  peut  satisfaire  aux  équationç  (B)  dans  deux  cas 
qu'il  convient  d'examiner,  parce  qu'il  en  résultera 
des  considérations  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 
Supposons  d'abord  que  la  comète  s'approche  beau- 
coup du  Soleil  ;  les  coordonnées  x^  y,  z  deviennent 
1       ,  \         .•.  •     •  1  i».  '  oR     oR      f/R 

alors  très  petites ,  amsi  que  les  quantités  -j- ,  -r- ,  -r  j 
en  effet ,  en  développant  R ,  on  a 

R=«'.A-^i.i,+?/îf:±2>:±^+  etc.). 

d'où  l'on  voit  que  si  l'on  suppose  que  x  ^y^  z  soient 
de  l'ordre  m\  les  trois  différentielles  partielles  de  R 
seront  de  l'ordre  du  carré  des  forces  perturbatrices, 
et  les  altérations  qui  en  résulteront  seront  insensibles.. 
Il  est  permis ,  par  conséquent,  de  supposer  nuls  les 
seconds  membres  des  équations  (A) ,  d'autant  plus 

que  dans    ce  cas    les  termes  -5^  ^>  -5  deviennent 

très  grands.  Le  mouvement  peut  donc  être  alors  re- 
gardé comme  elliptique,  et  l'on  satisfait  en  effet  aux 
équations  (B),  en  y  faisant  S'Xy  jy  et  Sz  égaux  à 
zéro. 

Concevons  maintenant  la  comète  dans  la  partie 
opposée  de  son  orbite,  et  supposons  que  son  rayan 
vecteur  r  devienne  très  grand  relativement  au  rayon 
vecteur  /  de  la  planète  perturbatrice.  On  pourra 
développer  R  en  suite  convergente  par  rapport  aux 
puissances  descendantes  de  /\:  on  aura  ainsi 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  89 

în  supposant ,  pour  abréger, 

'     *    *L  "î^"^ ^ r^ hetc J. 

In  différenciant  cette  expression  de  R,  abstraction 
iite  de  R',  on  trouve 

aleur  exacte,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer,  aux 
uantités  près  de  Tordre  -^  i  ^^l  première  des  équa«- 
ons(B)  devient  donc 

i  Ton  observe  que  l'on  a 

àr—  -  , 

t  que,  négligeant  le  carré  des  forces  perturbatrices, 
n  peut  supposer  dans  les  termes  multipliés  par  m', 

d^x X        d^x' x' 

n  verra  aisément  que  cette  équation  peut  s'écrire 
Insi 

\lx'        ,  d\v'  ,  d^x      ,.  ,  ,.   /3x*       i\ 
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Les  équations  différentielles  en  ^j  et  J^z  fourniront 
deux  équations  semblables.  On  satisfait  à  ces  équa- 
tions^ abstraction  faite  du  dernier  terme  de  leur 
premier  membre ,  en  supposant  ^xz=.rrLx\  jy  =  rriy* 
et  S'z^szm'z^  Soient  donc 

era:=/wV4-?/    ^r=rny^r\,     /z=/7iV+^, 
l'équation  précédente  deviendra 

et  l'on  y  satisfera  en  prenant  ^=:|  .m'a:,  >i= j .  /w'/, 
Ç==|  ./w'z.  Il  en  serait  de  même  des  équations  diffé- 
rentielles relatives  à  >i  et  à  Ç  ;  on  aura  donc  enfin 

Telles  sont  les  valeurs  de  J'x,  ^y  et  Sz  qui  ré- 
sultent des  équations  (B) ,  abstraction  faite  des  termes 
que  nous  y  avons  négligés ,  et  qui  sont  d'autant  plus 
exactes  que  la  comète  s'éloigne  davantage  du  Soleil. 
Si  l'on  voulait  avoir  des  intégrales  de  ces  équations 
plus  approchées,  on  désignerait  par  cT'o:,  S'jy  ^'z^ 
les  quantités  très  petites  qu'il  faut  ajouter  aux  pré- 
cédentes, pour  avoir  les  valeurs  exactes  de  ^Xy  Sj, 
J^z,  et  changeant  dans  les  équations  (B)  J'x,  jy,  J'z 
en  S'^x ,  J'y,  tT'z  et  R  en  R',  on  aurait  trois  nou- 
velles équations  qui  serviraient  à  déterminer  ces 
quantités. 

3o.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les 
variations  qu'il  faut  faire  subir  aux  constantes  qui 
entrent  dans  les  formules  du  mouvement  elliptique, 
pour  satisfaire  généralement  aux  équations  (A),  au 
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moyen  des  mêmes  intégrales.  En  supposant  R  nul , 
nous  sommes  parvenus,  dans  le  chapitre  IV  du  livre  II, 
aux  sept  intégrales  suivantes , 

^z,  —  zr,  =  c",  ^        ^=  ex  —  cX  — /, 

En  nommant,  pour  abréger,  x^^jr^j  z^,  les  trois 


•.  ' 


---  ,     dx     dy      d% 

*I"^"*^*«*  Tt>  dt*  m- 

La  constante  a  représente,  dans  ces  équations  ,  le 
demi  grand  axe  de  l'orbite. 

Les  trois  constantes  r,  c',  c'  fixent  sa  position.  En 
effet ,  si  l'on  nomme  ç  Finclinaison  du  plan  de  cette 
orbite  sur  le  plan  fixe  des  x^y^  et  a  la  longitude  de 
son  nœud  ascendant  comptée  sur  le  même  plan ,  on 
aura 

jz=:tang^  cos  et.y — tang^sina  .or- 
Cette    équation ,  étant    comparée   à   l'équation 
cz  +  ^[7^-f-c^.r=o,  qui  résulte  des  intégrales  (C), 
donne 

tang<p  =  .I — f—^y     tangasss  — ^, 

Les  constantes  y,  f'^  f^'  déterminent  l'excentricité 
et  le  lieu  du  périhélie.  En  effet,  soient  e  le  rapport 
de  l'excentricité  au  demi  grand  axe  ^  et  i  la  longi- 
tude du  périhélie  projeté  sur  le  plan  des  x^y,  oa 


92  THÉORIE  ANALYTIQUE 

aura^  n**  ai  ,  livre  II, 

e  =\//*+/"-hr^ ,     tang  i^.-fj.. 

Pour  simplifier  les  formules  suivantes,  nous  pren- 
drons ,  pour  le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  la  po- 
sition de  la  comète  et  celle  des  •planètes  perturba- 
trices, le  plan  de  Torbite  primitive  de  la  comète,* 
dans  ce  cas,  l'angle  (p  est  nul  à  l'origine  de  la  pé- 
riode que  l'on  considère,  en  sorte  que  les  cons- 
tantes c'  et  c'  seront  dç  l'ordre  des  forces  pertur- 
batrices. On  a  d'ailleurs ,  par  le  numéro  cité , 

d'où  Ton  voit  que  f'^  est  du  même  ordi'e  que 
c'  et  c"'  11  suit  de  là  que  si  l'on  n'a  égard ,  comme 
nous  le  ferons,  qu'à  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices,  on  pourra  négliger  le  carré 
dej^';  si  de  plus  on  nomme  a>  la  longitude  du  péri- 
hélie sur  l'orbite  comptée  à  partir  de  l'axe  des  x ,  on 
aura ,  aux  quantités  près  du  second  ordre ,  par  rap- 
port à  l'inclinaison  ç,  iz=:œ;  on  aura  donc  simple- 
ment, pour  déterminer  les  deux  constantes  e  et  iw , 

f  —  y/  f a  I   ffl  sinfi!)==="--=^===,cos6)===    .—j. ■-.  , 

^— v/-j-/>  Vf'+f'  v//*+/'* 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

e  .  sin  û)  ==  y  ,     e  .  cos  &»  =7^.  (^) 

Déterminons  maintenant  les   variations  des  six 
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constantes  a,  6*,  c\  c^' f  J  et  f.  Comme  les 
grandes  excentrlcîte's  et  les  grandes  inclinaisons  des 
orbites  des  comètes  ne  permettent  pas  d'appliquer  à 
ces  astres  les  formules  que  nous  avons  développées 
dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires ,  nous  ne 
suivrons  pas  ici  l'analyse  du  chapitre  VI  du  livre  II, 
et  nous  exprimerons  les  altérations  des  élémens  de 
l'orbite  elliptique  par  des  formules  qui  contiendront 
la  quantité  R  et  ses  différentielles  sous  la  forme  où 
elles  sont  données  immédiatement,  c'est-à-dire  en 
fonction  des  coordonnées  de  la  comète  et  des  planètes 
perturbatrices.  Les  intégrales  (C),  où  les  constantes 
arbitraires  se  trouvent  exprimées  au  moyen  des  coor- 
données de  la  comète  et  de  leurs  différences  pre- 
mières divisées  par  l'élément  du  temps,  sont  très 
commodes  pour  cet  objet.  Eu  effet,  nous  avons  vu 
n®  Sy,  livre  cité,  que  si  l'on  suppose  à  Tune  quel- 
conque des  intégrales  du  mouvement  elliptique  cette 
forme 

a  =  fonct.  (^ , /,  %,x^,jr^,  z), 

la  même  intégrale  coriviendra  aux  équations  diffé- 
rentielles du  mouvenient  trouble',  pourvu  qu'on  y 
regarde  comme  variable  la  constante  a  ,  et  qu'on  dé- 
termine sa  variation  par  l'équation 

•    ■    - 

La  caractéristique  S"  désignant  ici  des  différenti'a- 
tions  relatives  aux  constanties  seulement,  les  variations 
dç  ces  constantes  étant  liées  entre  tilles  par  les  équa- 
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tions 

i'X=0,  <r?-=:o,  eTzsrso, 

^''^^Tx^^*  ^yi^fy'*^^*  «^«/==r-'^'- 

Si  Ton  substitue  successivement  a,  c,  c'^  <^^yfy  f  et 
leurs  dificrentielles  dans  la  formule  générale  (D) ,  et 
qu  on  remplace  les  trois  quantités  S'x^ ,  tfy^ ,  J^z^  par 
leurs  valeurs ,  en  observant  que  z  est  de  l'ordre  des 
forces  perturbatrices  et  que  nous  négligeons  leur 
carré,  on  aura  d'abord 


^•^=-^-(^/5i+x4)-^^'        (0 


et  ensuite 


de 


dR,  dK\ 


^/Kr  g--f ).^+(r^-^'^r).§ 


Les  variations  des  constantes  y^  f\  c\  d'  étant  dé- 
terminées ,  on  en  conclura  aisément  celles  des  cons- 
tanstes  e,  e»,  ^  et  a.  En  effet,  en  différenciant  les 
équations  {b) ,  on  aura 

de  ^=zsm  cû.df -^coscû.df, 
edùi>^sioo%  Gù.df' "-^ûn  cù.df. 
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Nous  avons  nommé  (ù  la  longitude  du  périhélie 
comptée  de  l'axe  des  a:;  si  l'on  prend  pour  cette 
droite  le  grand  axe  de  l'orbite  de  la  comète  ^  ùù  sera 
de  l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  les  équations 
précédentes  donneront  simplement 

dez=:idf  ^       èdûù  z=z  df\ 
Si  Ton  suppose,  comme  dans  le  n*  i^jYvft^  II, 

tang  ^  sîn  a  =;? ,     tang  ^  cos  a  =  y , 

et  qu'on  remarque  qu'on  a,  n*  30  du  même  livre, 
c*+  c'*+  c"'=fl.(i  — e') ,  ce  qui  donne,  en  négli- 

s;eant  le  carré  des  forces  perturbatrices  cr=\Ja,{\ — e*), 
:)n  aura 

,  de  j  de' 


Ces  formules  sei^viront  à  déterminer  la  position  de 
^orbite  troublée  de  la  comète  par  rapport  au  plan 
le  son  orbite  primitive;  il  sera  facile  ensuite  d'en 
ronclure  la  position  de  cette  orbite  par  rapport  à  un 
Dlan  Hxe  quelconque. 

5 1 .  Il  nous  reste  à  trouver  la  variation  de  la  sixième 
irMtraire  qui  ^ntre  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique,  et  que  nous  avons  nommée  la  longitude 
le  l'époque.  Reprenons,  pour  cela,  les  formules  de 

:e  mouvement  ;  en  faisant,  pour  abréger,  n  =  a     «  ^ 
>n  a,  n®  :k2^  livre  II , 

7i/  -f-  ^  "^ ^  =  ""^  ^  sîn  u/ 

r==:— r — ^^ — 7—^ — r=S=iï.(l — ^COSI^).         '^     ^ 
I -(- ^  cos  (f  •— •)  ^  ' 
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Dans  ces  équations  ^nt^ê  représente  la  longitude 
moyenne  de  la  comète ,  nt^e^^  eo  est  son  anoma- 
lie moyenne,  u  son  anomalie  excentrique ,  et  c— 0 
son  anomalie  vraie. 

Soient  xetjr  les  coordonnées  rectangulaires  de  la 
comète  rapportées  au  plan  et  au  grand  axe  de  son 
orbite ,  les  abscisses  x  étant  comptées  du  foyer  vers  le 
périhélie,  on  aura 

x=z  rcos(p  — ^),    ^=  /•sin(p  — û)); 
on  a  d'ailleurs,  en  comparant  les  deux  valeurâ  der; 


«• 


i  +e  cos  (f^  —  •) 

d*oii  Ton  tire 


=  I  — ecos  tt. 


•    /  N        l/i-e*.sînM  /  V  cos 

smfp — eo)  :±= ,        cos  (i^ — cû)  =r= 

^  '  1 — ecosu  ^  ^        i  — 


cosm  — * 


1 


e  costf 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  x 
et  dej',  on  trouve  | 

i 

a:=a.cosM  —  ae ,    jr=:a\/i — e*.sin  z/. 

Cela  posé ,  si  l'on  diflférencie  la  première  des  équa-  j 

tîons  (a),  on  aura,  dans  le  cas  de  Tellipse  inVa-  , 

riable,  ' 

ndtz=zdu.(i — ecos;^). 

Cette  équation  doit  encore  subsister  dans  le  cas  de 
Tellipse  troublée,  c'est-à-dire  lorsqu'on  regarde  ses 
élémens  comme  variables;  on  aura  donc  ainsi 

de — doù  =  du.{\ — ecostt)-- û&.sintf,      (5) 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  97 

Tanoicalie  u  ne  variant  Ici  qu'à  raison  de  la  variation 
des  constantes  que  sa  valeur  renferme. 

Si  Ton  différencie  l'expression  de  cos  {y  —  cù)  exiy 
faisant  varier  les  constantes  e  et  o) ,  et  qu^on  y  subs- 
titue ensuite  poursin((', — co)  sa  valeur,  on  trouvera 
aisément 


7  sîn  u       j  I  —  c  cos  u      j 

auzzz'-^ .  de ,  •  aoù  • 

Cette  valeur,  substituée  dans  l'équation  (5),  donne 


ai— <i«=— — ^1 ^«- - — -^  \ 


I— tf*  1/1  _^a 


\/\—e^ 


(4) 


formule  qui  déterminera  la  variation  de  € ,  lorsque 
celles  de  e  et  de  o)  seront  connues.  On  peut  écrire 
ainsi  cette  équation 

»     ,     '-/ ^  de  ,%\x\u.{i  —  &CO67/ — jtf») 

y  edm . [cos  1/ .  (2  —  g  cos  u)  —  e\ 

et  si  Ton  l'emplace ,  dans  le  second  membre ,  de  et 
edj>  par  leurs  valeurs  df  et  df\  et  qu'on  observe 
que  les  valeui'S  de  x  etj,  en  les  différenciant  et 
substituant  pour  du  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
ndtz=2du.{\ — ecosii),  donnent 


andt .  sîn  u  *    __^  andl,  y  i — e*.  cns 7* 

e  cos  u 


,  andt .  sîn  u  *  andi,  y 

dxz=z ,     djr  = ^ 

I  €  cos  u'  ^  I 


U  est  fiaicile  de  voir  qu'on  pourra  lui  donner  cette 
iorme  f 

Tome  II.  7 
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,  (i  — «cos»)*    /<&   jri^y  jr,\ 

Maînteifant  ^  si  dans  cette  équation  on  substitue 
pour  df  et  df  leurs  valeurs  déterminées  précé- 
demment, en  remarquant  que  Ton  a 

a:  djr  — jr  dûc  =  û*\/i — e'.  ndt, 
a'.(i — ecosw)'=r'=a:*4-^*, 

on  trouvera 

d€z=zdco.{i  —  \/:^')—2andt.(x^+y-^y   (5) 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  de  au  moyen 
de  celle  de  dco  supposée  connue.  En  remplaçant  dcà 
par  sa  valeur,  on  aurait,  pour  déterminer  cJe,  une 
formule  directe  ;  mais  il  est  plus  commode  de  lui 
laisser  cette  forme. 

On  peut  observer  qu'en  différenciant  la  première 
des  équations  (a),  nous  avons  regardé  n  comme  inva- 
riable ;  la  variation  de  cette  constante  introduirait  dans 
Texpression  précédente  de  dt  le  terme  — tdn;  mais  ce 
terme  disparaîtrait  dans  l'expression  différentielle  de 
la  longitude  moyenne  nt^  €  qui  serait  en  effet 

ndt  +  tdn  — •  tdn  +  de. 

U  est  donc  inutile  d'y  avoir  égard,  puisque  l'ex- 
pression de  cette  longitude  est  la  seule  qui  contienne  la 
constante  e  dans  les  formules  du  mouvement  ellip- 
tique, ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  supposer 
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que  le  moyen  mouvement  est  exprimé  par  fndt 
dans  le  mouvement  elliptique  et  dan$  le  mouve- 
ment troublé  y  la  valeur  de  n  étant,  dans  ce  dernier 
cas  f  celle  qui  résulte  des  perturbations.  Pour  la  dé- 

terminer,  observons  que  l'équation  72  =  a  •  donne, 
en  la  différenciant, 

dn:=z  -.an  .d~. 
2  a 

En  substituant  donc  pour  ^  -  sa  valeur,  on  aura 

dn:=z  —  ^^^•{'jz  •  dx  ^j-m  dy\ 

Cette  équation  donnera,  en  l'intégrant  et  en  y 
ajoutant  uue  constante ,  le  moyen  mouvement  dans 
l'orbite  troublée. 

52.  Rassemblons  les  différentes  formules  que  nous 
venons  de  trouver.  Si,  pour  simplifier^  on  fait 


-^— "P — 751  *  —  -^  —  ^^  ^.— ^\"^  —  75^ > 

ce  qui  donne 

JtTk       /Tu 

et  que  l'on  substitue  dans  ces  formules  pour  .^ ,  j-, 

-7- ,  les  valeurs  précédentes,  et  pour  ;r  et  y^  leurs  va- 
leurs  en  fonction  de  u^  on.  aura     r 


«• 
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da  =— ai»'dw.a'8În».X4-2?»'£fti.tt'V/T^»,cosw.T, 
de  =  m'.éiu.a  v/  i-^'.cos  w.(j?T-yX7+i»'dM.a  ^i-é^.rYy 
edtà  =  m' du  ,a%mu.  (^rY^yXy-m^dU .  a  ^  i  -«  * .  rX , 


m  du 


En  joignant  à  ces  équations  la  suivante  , 

rf/i  =  3m  du .  a*n .  sin  i^  .X — 3nidu .  a*n  j/ 1  — «* .  cos  mY,  (7) 

qui  donne  directement  la  variation  du  moyen  mou- 
vement, on  pourra  déterminer  par  de  simples  qua- 
dratures les  altérations  de  chacun  des  élémens  qui 
fixent  les  dimensions  et  la  position  de  l'orbite  de  la 
comète,  ainsi  que  la  situation  de  cet  astre  à  un  ins- 
tant donné» 

Dans  les  applications  numériques  des    formules 
précédentes ,  on  sera  obligé  de  déterminer  les  valeurs 
des  différentes  variables  qu'elles  renferment,  corres- 
pondantes à  une  valeur  donnée  de  Fanomalie  ex- 
centrique u.  On  a,  par  le  n*'  3i,  l'expression  des 
coordonnées  x^j^  et  du  rayon  vecteur  r  de  la  comète 
en  fonction  de  z^  ;  on  pourra  donc  en  déduire  immé- 
diatement leurs  valeurs,  et  il  ne  restera  plus  qu'à 
calculer  les  valeurs  simultanées  des  coordonnées  x\ 
y,z'  de  lâ planète îperturbatrice.  Pour  cela,  observons 
que  le  graud  axe  de  l'orbite  de  la  comète  ayant  été 
pris  pour  axecîés  ic,  si  l'on  nomme  y  rînclinaison 
de  l'orbe  de  la  planète  àui^ 'celui  de  la  comète,  ^^la 
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longitude  de  son  nœod  ascendant,  comptée  sur  ce 
dernier  plan,  à  partir  delà  ligne  des  absides,  quW 
désigne  de  plus  parV  l'angle  que  fait  lé  rayon  vecteur 
r'  avec  la  ligne  des  nœtids ,  on  aura,  par  tmè  construc- 
tion très  simple , 

x'  =  r'  cos  \f .  cos  A' —  r' sin  p'.  sin  X  .  cos y , 
y  =/  cos  s/ .  fiip  A  •4-r-  sin  c'.  cosA  .  cos  y , 
js' :=:r'sin  t''.  sîn)^.. 

Il  sera  facile,  d'après  les  positions  connues  des  or- 
bites de  la  comète  et  des  planètes  perturbatrices,  de 
calculer  les  constantes  A  et  y  qui  entrent  dans  ces  va- 
leurs. Quant  au  rayon  vecteur  /•'  et  à  Fangle  /,  on 
obsei*vera  que  lé  temps  iécoulé  depuis  le  passage  au 
périhélie  est  donné,  en  fonctioQ  de  m,  par  l'équar 
tion 

t  =  ^* .  (w  —  e .  sin  u). 

En  joignant  la  valeur  qui  en  résultera  à  Pinstant  du 
passage,  on  aura  Tépoque  qui  se  rapptorte  à  la  varia- 
lion  supposée  dans  Tare  de  l'anomalie  excentrique  n  ; 
les  tables  astronomiques  fourniront  ensuite  toutes  les 
données  nécessaires  pour  déterminer' l'éis  valeurs  cor- 
respondant^ de  r'  et  de  p'. 

53.  Un  des  points  les  plus  importans  de  la  théorie 
des  comètes  est  l'altéraftioii  da tenips  périodique;  elle 
dépend  de  l'altération  de  l'anomalie  moyenne,  et  celle- 
ci  se  détermine,  ai^^ënt  ati  moyen  des  formules 
précédentes.        '•   •    -  ■  '■  .....eu 

En  effet,  si  Ton  nomme  Ç  l'anomalie  moyenne 'de 
la  coinèfe  ,  on  aura  /'dans  rorbîte'  elliptique,-   -^ 
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3f  =  fndl  -f-  É  —  (û. 

.       k 

Cette  équatipa  conviendra  encore  au  mouvement 
troublé  ^  pourvu  qu  on  y  regarde  €  et  c»  comme  va- 
riables et  quW  y  substitue  pour  n  sa  valeur 

n=:N  +fdn, 

N  étant  une  constante  qui  représente  la  valeur  de  n, 
ou  le  moyen  mouvement  de  la  comète  danis  l'unité 
de  temps,  au  commencement  de  la  période  que  Ton 
considère,  et  fdn  étant  déterminé  par  la  formule 
(7).'  On  aura  donc,  en  différenciant  la  valeur  de  Ç, 
par  rapport  aux  constantes  seulement , 

d^^=^dt.f4n  +  d6-^d$f; 

m       0 

d*où  Ton  tire ,  en  intégrant , 

/Jf  =  fdtfdn  +  fdè  —  fd(». 

Celte  équation  servira  à  déterminer  la  variation 
de  Fanomalie  moyenne;;  on  peut  la  simplifier  en  fai- 
sant disparaître  la  double  intégrale  qu  elle  renferme  : 
en  effet,  on  a 

fdtfdnz=stfdn*—ftdnî 
on  aura  donc  , 

fébix^ixtfdn—ftdn^^fdè'^fdày 

valeur  qui  ne  dépend  plus  que  de  simples  quadratures^ 
comme  celle  des  altérations  des  autres. éléme as  de 

l'çrbite.  .  :....: 

Cela  posé,  Ofi  aura  généralement  pour  re;xprsssion 
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de  l'anomalie  moyenne  dans  l'orbite  troublée ,  après 
un  temps  quelconque  t , 

Si  Ton  suppose  que  l'on  commence  à  compter  le 
temps  t  de  l'instant  du  passage  au  périhélie ,  1  angle 
€  —  o)  sera  nul  pour  cette  époque,  puisque,  par  cette 
hypothèse,  onaÇ==:o  en  même  temps  que^=:o. 
On  aura  donc  simplement 

Soit  T  le  temps  qui  s'écoule  entre  deux  passages 
consécutifs  de  la  comète  à  son  périhélie ,  lorsqu'elle 
aura  achevé  sa  révolution  j  on  aura 

fdÇ  s=  T/dn  —  ftdn  +fde  ^fda>.      (8) 

Les  intégrales  devant  s'étendre  depuis  ^  =  o  jusqu'à 
<=T,  l'anomalie  augmente  dans  cet  intervalle  de 
56o°  ;  On  aura  donc ,  pour  le  même  instant , 

29r  =  NT+/d^,  (9) 

^  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
l'unité. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  la  comète  de  xQSn^ 
revenue  à  son  périhélie  en  i  ySg,  et  dont  il  s'agit  de 
fixer  le  prochain  retour.  On  calculerait  immédia* 
tement  l'instant  de  ce  passage  au  moyen  de  l'équatiou 
(g) ,  si  la  valeur  de  la  constante  N,  relative  au  périhé- 
lie de  1759,  était  connue;  mais  cette  valeur  ne  sau-t 
rait  se  conclure  directement,  comme  celle  des  autres 
élémens  de  l'orbite ,  des  observations  faites  pendant 
l'apparition  de  1759,  elle  se  déduit  du  temps  qu'à 


io4  THÉORIE  ANALYTIQUE 

employé  la  comète  à  faire  sa  révolution  anomalis- 
tique  de  1682  à  1769,  et  cette  donnée  est  affectée  des 
perf libations  qu'a  éprouvées  cet  astre  durant  cette 
période.  Pour  la  déterminer,  supposons  que  T  soit 
l'intervalle  de  temps  qui  sépare  les  passages  de  1682 
et  de  lySg,  et  que  N  soit  la  valeur  de  n  qui  répond  à 
l'origine  de  cette  période;  à  l'instant  du  passage  au 
périhélie  de  1759,  par  Téquation  (9),  on  aura 

^^~~T       • 

Les  î  Intégrales  y  de  vaut  commencer  à  Tinstant  du  pas- 
sage au  périhélie  de  1682^  où  nous  fixons  l'origine  du 
temps  ty  et  s'étendre  depuis /=o jusqu'à  ^  =  T;  et  les 
valeurs  des  constantes  e ,  € ,  a>  se  rapportant  aux  ob- 
servations du  même  passage- 
Cette  équation  donnera  la  valeur  de  N  relative  aH 
périhélie  de  1682,  et  l'on  en  conclura  celle  de  N', 
relative  au  périhélie  de  1 769 ,  par  l'équation 

l'intégrale  commençant ,  comme  les  précédentes  ,  à 
l'instant  du  passage  au  périhélie  de  1682,  et  devant 
s'étendre  depuis  tz=io  jusqu'à  ^  =  T.  Gn  aura  ensuite 
les  valeurs  dû  grand  axe  de  Torbite  qui  se  rapportent 
aux  mêmes  époques  par  les  équations 

N»  =  -^,    ^''^\. 

Soit  maintenant  T' l'intervalle  de  temps  inconnu 
qui  s'écoblera  entre  le  passage  au  périhélie  de  1 769 
et  le  prochain  retour  qu'il  s'agit  de  déterminer.  On 
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aura^  ponr cette  époque, 

fc^  =  t/dn  — ftdn  +/dé  — /dœ ,       { i  o) 
et  par  suite , 

^9r=N'T'+/^ô  (il) 

les  intégrales  /  commençant  ici  à  Finstant  du  pas- 
sage au  périhélie  de  ij5q,  et  s'étendant  depuis/  =:  Q 
jusqu'à  /  =  T';  les  valeurs  des  constantes  e,  i,  ax 
qu'elles  renferment  étant  d'ailleurs  celles  qui  ré- 
sultent des  observations  de  la  comète  faites  à  la 
Diême  époque. 

L^équation  (i  i),  qui  ne  renferme  que  l'inconnue  T*, 
seiTira  à  déterminer  sa  valeur.  On  connaîtra  ainsi  l'in- 
tervalle  de  temps  qui  doit  s'écouler  entre  le  passage  de  la 
comète  au  périhélie  effectué  en  ij5g,  et  le  passage  sui- 
vant; on  pourra  parconséqucîùt  fixer  d'avance  l'époque 
de  son  prochain  retour  au  même  point  de  son  orbite. 

54*  Toute  la  difficulté  de  la  théorie  des  perturbations 
des  comètes  se  réduit  donc  à  intégrer  les  formules  (6). 
Cette  intégration,  comme  nous  l'avons  dit,  n'est  pas 
possible  en  général  ;  on  ne  peut  l'effectuer  que  par  le 
moyen  des  quadratures  mécaniques.  L'analyse  four- 
nit différentes  formules  pour  cet  objet  ;  nous  allons 
présenter  celle  que  l'on  a  généralement  adoptée^  et 
qui  résulte  fort  simplement  des  premiers  principes  du 
calcul  aux  différences. 

Soit  j*  une  fonction  quelconque  de  a?,  et  soient 
jr(o)^  ^0)^^(0^ . .,  y^^y  ce  que  devient  successivement 
cette  fonction,  lorsqu'on  suppose  jp  =  o,  ■jc=€e, 
jr=2*. . . .,  x=  lût  ;  désignons  par  £^y^^\  A7^*^  ®*^*^ 
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les  difTérences  finies  de  ces  quantités  prises  deux  à  ^ 
deux  y  par|  A^^'^,  Ay  ^*^  leurs  différences  secondes  et  \ 
ainsi  de  suite  ^  en  sorte  cpxon  ait 


AyCO-AyC'-0=:A*j^C'-0 , 


A^O-A^j^CO 


rA^yCo)^ 
:A3/0, 


A»j<C0-A*j^C»-O=A3y^' 


.=:AV-0,H^ 


etc. 


De  ces  équations  on  tire,  par  des  substitutions  fa- 
ciles y 


etc.; 


y o)  _j,  ^y .)  ^ 


7W  +  SA/W  _j_.  3Ay» 


àY-\ 


d'où  Ton  conclut  généralement 


--     1.2.3 

1  •  »  . 

formule  qui  sera  très  convergente  >  si  les  différences 
i^/*,  A^'^,  A^^*^,  ete«,  décroissent  avec  beaucoup 
de  rapidi.té. 

Cela  posé,  on  peut  regarder  j^  =jf (a:)  comme  Te- 

quatioa  d'une  courbe  parabolique  dont ^  représente 

l'ordonnée  et  x  l'abscisse  j  cette  courbe  passera  par 

les    extrémités    des  ordonnées     équidistantes  j^**^, 

j-^'\  etc.,  et  l'on  aura  d'autant  plus  de  facilite  pour 
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à  la  tracer,  que  ces  coordonnées  seront  plas  rappro- 
chées ;jr^*^  sera  donc  l'ordonnée  qui  répond  à  Tabscisse 
quelconque  œtszia  elfj^^dx  Faire  indéfinie  com^ 

prise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x.  Si  dans  Téqua-. 
tien    {m)^    on  substitue  pour*   sa  valeur  -,  on 


j   aura 


1.2.  «•         "^  1.2.3. 


I  Multiplions  cette  valeur  par  dx  et  intégron94a  depuis 
X  =  o  jusqu'à  x=:  CL  f  l'expression  résultante  sera 
œlle  de  l'aire  comprise  entre  les  ordonnées  j^  etj^^'^j 
on  trouvera 


\  a    •'        12     •^         24  720     ^       100     "^  / 

De  même ,  pour  l'aire  comprise  entre  les  ordonnées 


t4         720 

l  .  •  •  - 

et  ainsi  de  suite« 

En  prenant  donc  là.  somme  de  toutes  ces  valeurs  ^ 
on  aura  pour  Taire  totale  comprime  eatre  les  ordon-^ 
nées  j^**^  €t  j^"^, 

+  -.[A/^)  +  A/'^  +  A/*^  v.H-  A;^— *3rj 


ce 
2 


+  etc. 
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On  a  d'ailleurs 

etc. 
L'expressîou  précédente  devient  donc  ainsi 


l'i 


+  *.[Ay>„A/-J]  ' 


(G) 


—  etc, 

La  détermination  des  différences  47^"^  A*7^"^  etc., 
qui  entrent  dans  cette  formule ,  dépend  des  quantités 
J^""*"'^7^""*"*^etc.,  tandis  qu^on  n'est  supposé  avoir  cal- 
culé ces  ordonnées  que  depuis  j^*^jusqu'à7^"\  Ce  serait 
un  inconvénient  pour  la  pratique,  mais  on  peut  Téviter 
en  donnant  une  autre  forme  à  cette  expression.  Pour 
cela  y  remarquons  que  des  équations  (A:) ,  on  tire 

^^(«)  ---  ^jrC»-0  ^  £^yi»-^y  -f^  Ay^"~"'^H-  etc., 
25^y«)  _  ^y--.)^  2.  A^"-^^  +  3 .  A*7<— ^^+etc., 
Ay"^=a  Ay— ^^+  5.  Ay«-<>+2 . 5 .  Ay—^^+etc. 
etc.; 

d où  Ion  peut  conclure  généralement 
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1*2 

i  l'on  substitue  ces  valeurs,  qui  ne  dépendent 
;  que  des  quantités  /",  j^"-%  etc. ,  dans  la  for- 
e  (G) ,  on  aura 


— . .  [A-/»-)  4-  A-y >]  i  (P) 


ÙL 


—  etc. 

5  premier  terme  de  cette  série  représente, 
me  il  est  facile  de«  s'en  convaincre,  la  somme 
petits  trapèzes  compris  entre  les  ordonnées  ^^*^, 
•  •  J^^'^  somme  qui  approchera  d'autant  plus 
'aire  de  la  courbe  parabolique,  que  les  ordon- 
seront  plus  rapprochées,  et  leurs  variations  plus 
es. 

».  Pour  appliquer  la  série  précédente  à  l'intégra- 
des  formules  (6) ,  représentons  par  fdu  la  varia- 
différentielle  de  l'un  quelconque  des  élémens 
orbite  de  la  comète,  et  regardons  F  comme 
onnée  de  la  courbe  parabolique  dont  lanopnalie 
ntrique  u  est  l'abscisse.  On  fera  varier  u  de  degré 
egré  ou  de  deux  degrés  en  deux  degrés,  etc. , 
i  qu'on  le  jugera  convenable,  et  l'on  détermi- 
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fonction  R',  mais  il  suffira  le  plus  souvent  de  s'arrêter 
aux  premiers  termes  de  son  développement. 

Faisons  donc  d'abord  abstraction  de  R';  si  l'on  dé- 
signe par  la  caractéristique  d!  des  différentielles  uni- 
({uement  relatives  aux  coordonnées  de  la  comète,  oq 
aura 

• 


On  peut,  dans  cette  valeur,  remplacer  -3 ,   -73  par 


X        X 

à'x       d^x!  X  j|i    /  ^^y        ^y     y 

reur  que  l'on  commet  étant  de  l'ordre  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  On  trouve  ainsi 


É 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  la  formule  (i], 
n®  5o,  et  qu'on  l'intègre,  ou  aura 

a^2m'.a\(j:-\ J^H ^  -^  ^)  +  const 

Si  l'on  détermine  la  constante  que  cette  équation 
renferme  par  la  condition  que  J^a  soit  nul  au  point  de 
Torbite  où  Ton  a  commencé  à  considérer  séparément 
les  deux  parties  de  R,  l'expression  résultante  sera 
celle  de  l'altération  du  grand  axe  après  un  teipps 
quelconque ,  compté  à  partir  de  ce  point,  due  à  la 
partie  de  R  indépendante  de  R^ 

On  peut  obtenir,  d'une  autre  manière,  la  valeur 
de  J^a.  En  effet,  si  l'on  différencie,  par  rapport  à  la 


\ 
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caractéristique  cT  y  qiti  aura  ici  la  sigaifîcation  que 
nous  lui  avons  donnée  n^  :2g ,  l'équation 

a  *^  r  dt' 

On  aura 


a* 


t^      •     ^  ^ 


Nous  ayons  trouvé ,  dans  le  numéro  cité ,  par  Tinté- 
gration  directe  des  équations  différentielles  du  mou'*- 
vement  troublé, 

En  substituant  ces  valeurs  et  leurs  différentielles  dans 
réquation  précédente ,  on  aura 

ou  bien  en  remplaçant  — T,  -^  par  sa  valeur  -  —  ~> 

•  On! -voit  que  cette  expi^ssion  coïncide  avec  celle 
que  nous  avons  déduite  directement  de  la  formule  (i), 

en  supposant  dans  6elle-ci  const. s=s *— xm'tf,  la cons- 

tante  arbitraire  étant  déterminée ,  dans  ce  cas,  de 
manière  à  satis&ire  aux  équations 

Toux  II.  8 


/ 


.ii4  '  TBÉORIB  AITALTriQUB 

•         •  •  •  « 

L'équation  »*  =  -5  donne ,  en  la  différenciant  par 
rapport  k  à"  y 

n  a 


£ik  sttbstîtivant  donc  pouc  ^a  Isar  Talcnf  précédente, 


^  /       o    /       /'    I   «3^^'+  ry    ,   dxdx*  +  dydy\    "     . 


^         »  • 


Cette  valeur ,  augmentée  Jane"  constante ,  donnera 
^'iJtératioQi  4u  ipqjiiu^^puy^^j^lçi^td^Q  a  1^ 
R  indépendante  deR'.     ...   ,.-,    ,.?  .  •  :.  -  .,j  ^,      , , 

Déterminons  5  d'une  manière  semblable,  la  varia- 
.UPti'd^  l'exceutucité  et^.  pépyié][tQ  duo  à  ^a  même 
partie  de  R.        ^        '  v  _! 

La  quatrième  des  équations  (C),  en  remplaçant 
c  et  ^'tpar  learfir^qrakùr^ el -di^gimiKt. le  caché  rde 
z\  donne 

]&x4iffér^uci?#t|>p?aî^îpapp€^^  %ife:5:ajRîi|Çtqçjfjic^  cT, 


l>:>ii:)   ••:f'^v!j»>ir.' /"c  >:;.^:î  v 


.....  /r 
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et  en  substituant  dans  cette  équation,  pour  i'Xf  dy^ 
J'z ,  leurs  valeurs  précédentes,  elle  donnera 

1 

Si  l'on  ajoute  une  constante  arbitraire  au  second 
membre  de  cette  équation,  et  quW  la  détermine  par 
la  KTondi^n  <|Ue  j^soiï  nv^lk  Un  point  ionm de  l'or- 
bite, {eqpation  résult^iH^.  donberaJ'altdi»tioadei/jjh 
paitir  de  ce  point,  due  à  la  partie do A indépeadâtitâi 
de  R'.  Cette  valeur  doit  être  identique  avec  celle  qui 
résulterait  de  rintégratioif  directe  d^  l'expression 
de  df,  n*  3o  ;  c'est  en  effet  ce  qu'il  est  facile  de  véri- 
fier .en  lla^  développant  .dans  l'ii  jpothësei^KGëdéntè , 

et  en  obéervant  quW '^iétit  ^f  SÙbstîWr  —  ^,' 
-  ^  a  la  place  de  ^  et  de  ^,  et  -.^— ^ 
à  la  place  de  ^  et  de  ^. 

Si  l'on  substitué  pouV    ^      '^^^   ^       sa  valeur 
/4-?d^ns  l'expressicm  fie  rf/?,  elte>d^vtetîl-.lî[^"  «^î 

«  •■ .V.  ■   "■/•  ■■' 

En  changeant,  daM :Çette10wipuJe^,a?.pn  jrf,  a:'  enj^', 
et  réciproquement ,  on  "aura  ;  pour  déterminer  Talté- 

8.. 
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ratioD  de  f'Axxs  à  la  partie  de,  R  indépendante  de  R'» 

,  ,  âx.ixdy'.~.y'4x.hx'dy\^yd^)--\ 

Conoaissanf  les  variations  àefél  de  f\  on  aura  celle» 

dé  ^  et  de  ^ ,  par  les  équations 

»■  •    ,'  •  .      • . 

<r-e=  Jy    et    e/«=5«f/'. 


G>nsidëron&  les'  yariations^  de  rinéllnaison  et  du 
XMXiud  de  Torbite  due  à  la  nrènie  partie' de  R.  En  k 
dîffërienciànty  €«  a  ^:  > 


I    •       ■    ^  •  '  k 


«  SiiFûit:  jSH^[>sétikl3:Q^  yaUup'dans  le& -Valeurs  dé 
^^  *tj?^^%^.>f?  59  f  ^*  .q^'p":  jaéglîge  les  ternies  de 
Tordre  du  carré  des  f6rces  perturbatrices  ^  on  trouve 


■■■:,..:      .. .-    »'. 


.1  -  -  .   -         .      .  .    • 


•  '  .  »  .... 


.1 


Remplaçcms^!  daiis  ,ces  4o|uations>  ^>  ^r  "^i 

d'x  rf*y  rf'a' 

*"  "3?  »  "^5^'»  •"^'^  »  ,et  intégrons  les  équations 
résultantes,  nous  aurons 

i  •  ï  •  i  'I . . .     .  ^  I   ;  a  ;  r*'     1      /  .     .    .  .     .    • . 


-    .,r    .  .    V    .        ;j   ,       :>i    '|.-..      .^     ^    I     il 
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Les  valeurs  de  S^c  et  de  cTc^  étant  ainsi  connues,  <m 
aura  celles  de  S'p  et  de  cT^ ,  dues  à  la  partie  de  R. 
indépendante  de  R'  par  les  équations 


V/a. (!—#•)'        ^  V/a.(i— €•)' 

€t  il  sera  facile  d^en  conclure  les  altérations  corres- 
pondantes de  rinclinaison  et  du  nœud. 

En  retranchant  les  valeurs  de  cTû  ,  J^/i ,  S'ff  ^ft 
^c\  J'c'^  à  un  point  donné  de  Forbite,  de  leurs  va- 
leurs à  un  autre  point  donné ,  on  aura  les  altérations 
dans  l'intervalle,  dea,nff,  f*^  c\  c%  dues  à  la  par- 
tie de  R  indépendante  de  R^ 

57.  On  pourrait  exprimer,  par  une  formule  sem- 
blable aux  précédentes,  la  variation  de  la  longitude  de 
l'époque  due  à  la  même  partie  de  R  ;  mais  cette  for- 
mule est  inutile  à  la  détermination  de  Taltération  de 
lanomalie moyenne,  qui  peut  se  faire  très  simplement 
de  la  manière  suivante  :  supposons  que  l'on  fixe  l'o- 
rigine du  temps  au  point  de  l'orbite  où  l'on  com- 
mence à  diviser  en  deux  parties  la  fonction  R,  et 

nommons  N  le  moyen  mouvement  de  la  comète  en 
ce  point ,  c'est-à-dire  la  valeur  de  n  qui  résulte  des 
perturbations  précédentes  ;  on  aura,  après  un  temps 
quelconque  i ,  compté  du  même  point , 

En  désignant  par  ^^n  la  variation  de  n  due  à  la  par- 
tie de  R  indépendante  de  R',  on  aura  donc,  pour  dé- 
terminer raltération  correspondante  de  l'anomalie 


»v 
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moyenne , 

Si  Ton  dîfFérencîe  cette  expression  et  qu'on  y  substi- 
tue pour  J.cTe — d.S'cOf  sa  valeur  donnée  par  l'équa- 
tion (4) ,  n'  5 1 ,  on  aura 

j  i.r      V     -7*       rf.^e.sîni*.(2-tf*-ecosw)       £Î.JW.(i-£cosw)* 


!-«*  Vi—e^ 


équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

*'^"~"'  'L        I— ^  i/T^â*   J 

En  observant  que  Ton  a,  n®  5i,  ndtz=:du.(i-ecosu) , 
nous  avons  trouvé  plus  baut 

Si  Ton  désigne  par  /w'Z  ce  que  devient  la  valeur 
de  Sn  donnée  par  la  formule  {g) ,  au  point  de  l'or- 
bite d'où  nous  comptons  maintenant  le  temps  t^  il  est 
clair  qu'on  aura 

Les  valeurs  précédentes  de  J^/i,  jy,  Jy  donnent 
d'ailleurs  cette  relation  très  simple, 


5/  > 


équation  qu'il  est   facile   de    vérifier  en    rempla- 
çftnt  ^n ,  J"/,  (f^f',  par  leurs  valeurs  et  en  comparant 
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dans  les  deux  membres  lei  coefHciens  de  »',  y^ 

^  et  -^  après  les  avoir  préalablement  exprimés  cti' 

fonction  âe  u. 

L'expression  de  d»  J^Ç  deviendra  donc ,  en  y  subs- 
tituant pour  ^n,  J^ôy  e^cé  leurs  valeui^^  el  en  Hûté- 
grant  ensuite 

- ,     ,  niXxy' —  xy)       If,  sîn  m  .  Ta  — •  e*  -^  #  cos  ») 

—  -£ — 1----  — ^  -f.  const. 


.»/i- 


«.  u  I  —  #* 


On  aura  Valtération  de  Tanomalie  moyenne ,  depuis 
un  point  de  IWbite  jusqu'il  un  autre  point  donnée  due 
à  la  partie  de  R  indépendante  de  K' ,  en  retranchant 
la  valeur  de  J^  au  premier  de  ces  points  de  sa  Valeur 
au  second. 

58.  Considérons  maintenant  les  altérations  des  éle- 
mens  de  Torbite  dépendantes  de  R'.  Lorsque  la  comète 
se  trouve  dans  la  ps^rtie  Supérieure  de  :SOii  orbite^  Rf 
étant  une  trèspetite  qu^i^ité,  les  valeurs  de  ces  ¥1^ 
nations  sont  aussi  très  peu  considérables.  Si  pour  les 
obtenir^  on  substitue  R'  k  la  place  de  R  d^iis  les  fbi^ 
mules  (i)  et  (2),  ce  changement  n'kitérant  en  rien 
leur  forme ,  il  est  clair  qu'elles  s'intégreront  encore 
par  la  méthode  e3!iposée^n^54.  Mais.  éan^làuCas  où  la 
comète  s'éloigne  beaucoup  de  la  plan^ète  perturbar 
trice,  et  où  il  est  avantageux  de  pârtàgei:  shusî  K  eti 
deux  parties^  ces.  formules  peuvent  se  développer 
en  suites  convergentes,  et  Ton  obtient  leurs  inté- 
grales par  une  méthode  ^'^pprofimajUoa  bea^^ 


XM  THÉORIE  ANALYTIQUE 

plus  expéditiye  que  celle  des  quadratures  méca- 
niques. 

Pour  le  faire  voir,  reprenons  la  valeur  de  R', 
n»39, 

R  =s;.i»  |_-;rT ;b 1 r' "^ 

Si  l'on  différencie  cette  valeur  par  rapport  aux  va- 
riables Xf  jf  Zf  et  que  pour  abréger,  on  fasse 

-     3  /»  i5>y+j3/+«/-y')«  35  {x^±yy'±%^j"f    .^ 
«T  =3— •-?-• — •§  '  • ^         — exe, 

pi^3(x4/+^y+g/>i/')      i5  (x/+yy+W-i /')^     ^^^ 

r*  a*  r'  ' 

il  est  aisé  de  s'assurer  qu'on  aura 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  formules  (i),  (2) ,  (5), 
après  y  avoir  changé  R  en  R'^  nous  aurons 

d/  =       ot'  .  F-Ca/j*— ^y) .  dj-Jtrri .  (xrfy— ^dx) .  (Py  +  Py  ) , 
4/'=      m'.F.(;cy— x/).c/x4-wCr^x— xdj^),(Py+Py), 

A»  sss        ■  V .  yz'.dt. 

dq  s=  "*'  ly  --/  J. 

.  £fi  Ton  rempliace  danscejl  formules  P  et  F  par  les 
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téries  que  ces  lettres  représentent;  qu'on  substitue 
ensuite  pour  x  y  y  y  z,  et  /•  leurs  valeurs 

a:  =  rcos(^,  r  =  rsin  c^,  2  =  0,  r= — ^ —. 

'  ^  '  '  i  +  e  cas  i^ 

et  pour  jc',  j-',  z',  r',  leurs  valeurs  données ,  n°32,  en 
fonction  des  sinus  et  cosinus  de  c^V^^'^^^l^s^i^veqire 
par  les  formules  du  mouvement  elliptique^  on  a 

r'dv  zzzdt.  \/a.{i—'F),      ]   ç 

il  est  évident  que  chacune  des  expressions  précé- 
dentes pourra  se  développer  en  une  suite  de  termes 
de  cette  forme 

H.cos.(«V+iV  +  K).r/i;,       {p) 

/et  i'  étant  des  nombres  entière,  H  et  K  des  cons- 
tantes fonctions  des  élémens  des  orbites  de  la  comète 
et  de  la  planète  perturbatrice. 

Ces  termes  s'intègrent  sans  difficulté  dans  le  cas 
où  «'=0;  ils  ne  sont  plus  intégra  blés  généralement 
lorsque  î'  n'est  pas  nul;  mais  quand  la  comète  est 
dans  la  partie  supérieure  de  son  orbite,  les  termes 
de  cette  espèce  sont  considérablement  plus  petits  que 
les  précédens,  en  sorte  qu'on  peut  presque  toujours 
les  négliger  sans  scrupule.  Au  reste,  si  l'on  juge  con- 
venable de  pousser  plus  loin  l'approximation,  oo 
pourra  le  faire  de  la  manière  suivante. 

Les  deux  équations  {n)  donnent 


du  =  r-    .    •     .  •T==r. 
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Le  terme  qu'il  s'agit  d'intégrer  devient,  en  substi- 
tuant cette  valeur, 

H.  — =£. .  /  — -r-  .  cosu<^  +  iV  +  K). 

^  Si ,  dans  cette  intégrale ,  on  met  pour  —  ,  sa  valeur 


a*.{i— /T-Ci  +e.cos  i^y 


,'^^a  f 


a». (i  —  tf'^) .  [i  +  c' . cos  {p'—  •')] 

et  qu'on  remarque  que  e'  est  une  très  petite  quan- 
tité, il  est  clair  qu'on  pourra  la  développer  en  une 
suite  de  termes  de  cette  forme 

H' ./.  cos  (li^  +  IV  +  K') .  di^'. 

Ce  terme  peut  encore  s'écrire  ainsi  : 

y  ./cosC/»*  +  K').d.sïa  W  +  y./8În(/^  +  K').d.co»  tif  ; 
on  aura  donc,  en  intégrant, 

H'  ./cos .  [Iv + r/  +  K')  M  =%:sm.{lv\-tv\-  K') 

H'Z 

Si  dans  le  dernier  terme  on  substitue  pour  dî^  sa  va^ 
leur,  il  devient  ^ 

Ce  terme  est  beaucoup  plus  plus  petit  que  Tinté- 
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grale 

H',  /cos  {h  +  l'v'  +  Yi').dv'y 

puisque  -  est  suppose  une  très  petite  fraction,  et  que 

le  facteur     ,  '     ""^  est  aussi  très  petit:  car  a/i-e) 

est  la  distance  pe'rihélîe  de  la  comète ,  et  cette  dis- 
tance est  beaucoup  moindre  que  a'  relativement  aux 
trois  planètes  supérieures,  les  seules  dont  on  ait  or- 
dinairement à  considérer  l'action.  On  pourra  donc 
supposer  l'intégrale  H'  ./cos(lif  +  /V + K') .  di^\  à  très 

peu  près  égale  à  y .  sm .  (h  -|-  ZV  +  K') ,  et  négliger 

l'autre  partie  de  sa  valeur.  Si  Ton  voulait  cependant 
y  avoir  égard,  comme  cette  partie  est  absolument  de 
même  forme  que  l'intégrale  H/cos(/V-{-«V-j-K).£3ft', 
on  pourrait  la  développer  comme  elle  en  une  suite 
de  termes  semblables  au  suivant , 

ff  '  ./cos .  (s(^  +  sV+  K') .  rfp' , 

que  l'on  intégrerait  par  la  méthode  que  nous  venons 
d'indiquer.  En  continuant  ainsi ,  on  diminuera  à  vo^ 
lonté  l'erreur  résultante  des  intégrales  négligées ,  et 
l'on  approchera  d'aussi  près  que  l'on  voudra  de  la 
valeur  de  l'intégrale 

U  ne  s'agit  donc,  pour  appliquer  aux  équations  (F)  la 
méthode  d'intégration  précédente ,  que  de  développer 
ces  formules,  ce  qui  ne  demande  plus  que  des  subs-- 
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titutîons  faciles.  En  joignant  les  valeurs  de  S'a,  if^ 
Sf\  cTÇ,  J)? ,  Sq  qui  en  résulteront  à  celles  qui  se 
rapportent  à  la  partie  de  R  indépendante  de  R',  on  k 
aura  les  altérations  totales  des  élémens  elliptiques  de 
la  comète  dans  la  partie  supérieure  de  son  orbite. 

59,  Voici  donc ,  d'après  les  résultats  précédons ,  la 
marche  qu'il  faudra  suivre  pour  déterminer  géné- 
ralement les  perturbations  d'une  comète  et  fixer  ï 
l'avance  l'époque  de  son  retour  au  périhélie.  Prenons 
pour  exemple  la  comète  de  lySg.  Les  observations 
faites  pendant  ses  apparitions  en  1682  et  en  l'jB^ 
ont  fourni  toutes  les  données  nécessaires  pour  dé- 
terminer les  élémens  de  son  orbite  à  ces  deux 
époques.  Elles  ne  donnent  point  directement ,  il  est 
vrai  y  la  valeur  du  grand  axe  ;  cette  valeur  dépend , 
^omnie  nous  l'avons  vu ,  des  perturbations  que  lat^o- 
mète  a  subies  pendant  la  révolution  de  1682  à  lySg; 
mais  on  peut  ^  dans  le  calcul  de  ces  perturbations , 
regarder  l'orbite  comme  une  ellipse  dont  le  grand 
axe  répond  à  la  durée  observée  de  cette  révolution  ; 
les  quantités  négligées  seront  de  l'ordre  du  carre  des 
forces  perturbatrices.  Partant  donc  des  élémens  de 
1682  f  on  déterminera  leurs  altérations  aiiisi  que  celle 
de  Tanomalie  moyenne,  pour  les  six  premiers  signes 
d'anomalie  excentrique  ^  c'est-à-dire  depuis  u-=o 
jusqu'à  w==  i8o°;  pour  les  six  autres  signes,  il  sera 
préférable  de  fixer  l'origine  de  Tangle  u  au  périhélie 
de  lySg,  et  de  remonter  vers  1682  ,  en  faisant  u  né- 
gatif et  en  employant  les  élémens  déduits  des  obser- 
vations de  lySg.  Dans  le  troisième  et  le  quatrième 
quarts  de^  sou  ellipse,  la  comète  étant  beaucoup  plus 
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lée  des  planètes  perturbatrices  que  dans  les  deux 
y  on  pourra  prendre  cette  seconde  moitié  de 
e  pour  ce  que  nous  ayons  nommé  la  moitié 
eure,  et  employer  avec  sûreté  les  formules  qui 
iquent  à  ce  cas.  Dans  les  deux  autres  quarts  on 
sage  y  pour  calculer  les  altérations  des  élémens 
rbite,  de  la  méthode  des  quadratures  méca- 

déterminera  »  par  ce  moyen ,  le  grand  axe  de 
e  qui  répond  au  périhélie  de  1682  ^  et  l'on  en 
ira  celui  qui  se  rapporte  au  périhélie  de  ijSg. 
^commencera  ensuite  les  mêmes  opérations 
i  ijSg  jusqu'au  prochain  retour  de  la  comète 
rihélie;  mais  comme  l'époque  de  ce  passage 
:onnue,  on  pourra ,  pour  plus  d'exactitude  ^ 
er  l'orbite  de  3o  en  3o  degrés,  en  employant 
chaque  signe  les  élémens  de  l'ellipse  qui  résulte 
Iculs  précédens.  Lorsqu'on  aura  ainsi  déterminé 
riations  de  l'anomalie  moyenne  et  des  autres  élé^ 
de  l'orbite  depuis  u:=zo  jusqu'à  ii  =  36o%  on 
iclura  l'époque  du  prochain  retour  de  la  comète 
périhélie  et  les  élémens  de  son  orbite  à  cette 
le* 


'•! 
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Si 


CHAPITRE   IV. 


jfpplication  de  la  théorie  pi'écédente  aux  comités 
périodiques  de  1682,  de  lôigc^rfc  iSaSw     ': 


40.  Le  système  du  inonde  renferme  aujourd'hui 
trois  comètes  dont  le  retour  périodique  est  constatë^Xi' 
plus  anciennement  connue  est  la  comète  de  ï68i. 
Halley,  qui  avait  le'premîer  remarqué  son  identité  aVCt 
lesconciètes  apercûëà  en  t53i  et  1607,  par  une  évalua- 
tion approximative  et  purement  Conjecturale  dfes  al*: 
léràtiôns  qu'elle  devait  éprouver  dans  la  période' stiï*^ 
vante,  eh  vertu  dcf  l'action  de  Jupiter  et  de  Sattii*Dfé, 
annonça  Son  re1out*'pour  là  fin  de  rannéè  ijBS'tkl 
le  commencement  de  lySg.  Clairaut  tenta  àé  soû- 
metlré  a  des  calcula  rigoureux  cette  împbrtanflè  ques- 
tion ;  il  appliqua  à  la  détermination  des  perturbations 
de   celte   comète  la  solution  qu'il  avait  donnée  du 
problème  des  trois  corps,  et  après  un  travail  immense 
qui  embrasse  trois  révolutions  de  la  comète,  il  fixa 
l'époque  de  son  passage  par  le  périhélie  au  4  avril  1 7 5g. 
On  sait  que  la  prédiction  du  géomètre  se  réalisa  à 
quelques  jours  près;  et  encore  l'écart  des  résultats  de 
l'observation  et  de  la  théorie  aurait-il   été  diminué 
sans  doute ,  si  Clairaut  eût  employé  dans  ses  calculs  la 
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Valeur  de  la  masse  de  Saturne ,  telle  que  nous  la  con« 
naissons  aujourd'hui ,  et  s'il  avait  eu  égard  à  1  action 
de  la  planète  Uranus,  dont  on  ignorait  de  son  temps 
l'existence. 

Les  deux  autres  comètes^  à  l'égard  desquelles  s'est 
reproduit  de  nos  jours  le  phénomène  si  remarquable 
de    leur    réapparition   au   périhélie  après   une  ou 
plusieurs  révolutions ,  parcourent  des  ellipses  beau- 
coup moins  allongées  que  la  précédente.  La  première 
accomplit  sa  révolution  en  1 204  jours  à  peu  près.  Ce 
fut  en  18 19  qu'elle  fut  reconnue,  pour  la  première 
fois ,  comme  comète  périodique»  En  examinant  les 
ëlémens  d'une  comète   qu^on  venait  d'observer  au 
commencement  de  cette  année,  M.  Ârago  remarqua 
qu'ils  avaient  une  grande  analogie  avec  ceux  d'un  astre 
de  môme  nature  aperçu  en  1 8o5.  La  même  observation 
ff/ffaitfe'/ en  Allemagne,  par  M.  Olbers,  qui  reconnut 
loutre  que  cette  comète  avait  déjà  été  vue  précédem- 
ïnent  en  lySget  1789.  D'après  cela,  le'^temps  pério- 
dique de  cet  astre  ne  pourrait  être  que  d'un  petit 
nombre'  d'années.  M.  Enke,  astronome  de  Gotha , 
entreprit  de  i^présenter  par  une  orbite  elliptique  les 
observations  de  t8o5  et  1819,  et  les  élémens  qu'il 
détermina  se  trouvèrent  ayoir  entre  eux  jdtis  d'analo- 
gie encore  que  les  élémens  paraboliques  ;  alors  il  ne 
resta  plus  de  doute  qu'ils  n'appartinssent  à  une  même 
comète,  dont  la  période  était  de  trois  ans  et  trois 
mois  à  peu  près,  et  qui,  dans  l'intervalle  de  }8o5à 
1819,  avait  accompli  quatre  révolutions  entières  pour 
revenir  a  son  périhélie.  D'après  la  rapidité  de  cette 
révàltition,  on  aurait  pu  considérer  cet  astre  comme 
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une  nouvelle  planète  ;  mais  on  a  continué  à  le  ranger 
parmi  les  comètes,  tant  à  raison  de  ses  apparences 
physiques  que  parce  qu  il  n  est  pas  visible  pour  nous 
dans  toutes  les  parties  de  son  orbite.  Depuis  cette 
importante  découverte ,  plusieurs  géomètres  se  sont 
occupés  de  la  détermination  des  dérangemens  que 
cette  comète  a  dû  éprouver  dans  ses  diverses  révo- 
lutions depuis  i8o5  jusqu'à  1829,  époque  de  sa  der- 
nière apparition ,  et  ils  sont  parvenus  à  représenter 
sa  marche  dans  cet  intervalle  avec  une  précision  à 
laquelle  il  ^paraissait  difficile  que  la  théorie  put  at- 
teindre. Mais  le  même  succès  n'a  pas  couronné  letirs 
efTorts  lorsqu'ils  ont  tenté  de  i^monter  aux  posçag^ 
antérieurs  à  iSoS^  et  les  orbites  elliptiques-  résuib 
tant  du  calcul  des  perturbations  n  ont  pu  que  siE^tjft^ 
faire  imparfaitement  aux  observations  de  ..(79^ '^t 
1 786.  M.  Ënke  a  pensé  que  pourreprésehter  l^jp^'rql^ 
de  la  comète  dans  cet  intervalle,  il  fallait  rçco^ugn^ 
h  rhypothèse  d*un  milieu  éthéré  dont  la  r^ist^QP^ 
altère  insensiblement  le$  élémens  de  son  orbiteijciet 
cette  idée  a  donné: encore  a  la  théorie  dt  cetiastrç 
un  plus  haut  degré  d'intérêt.  Sans  doute  si  le^  corps 
célestes  étaient  soumis  à  cette  nouvelle  force  per^ur* 
batrice  dont  aucuu  autre  pbénomène^ne  ïïqv^  a. ré-* 
yélé  l'existence ,  sont  influence  serait  beaucoup  plus 
sensible  sur  les  comètes  que  sur  les  planètesr,  à  cause 
du  peu  de  densité  de  là  matière  qui  les  composé ,  de 
même  que  nous  voyons  à  là  surface  de  I^  Ter^  la 
Insistance  de  l'air  altéi^r  d'autant  plus  le^  mouvcmens 
des  <:orps  pesans ,  que  leur  densité  est  plus  peti^éy  mais 
les  résultats. dos  <:alcuk  qn'on^-  a'fait^  à  cçt  é^yf^^ei 
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les.ihy^thèseS'Sar  lesquelles  ils- sont- fondes,  nous 
paraissent,  lès  premiers  -  trop  peu  cônditans,  et  les 
secondes  trop  arbitraire  pour  dédider  une  pareille 
question ,  et  ce  n'est  qu'après  uti  grand  nombre  de  re- 
yôlutionsde'lacofnète  de  1 8 1 9  et  lorsque  sa  théorie 
aura  été  suffisamment  approfondie/qu'tiu.poiilt  aussi 
iîbportant  die  la!>Ph3rsique.  céleste' poupra  être  établi 
a?ieo  rquplqûé  cei<titu4e(  -  'p   '         ^  ;-  îui» 

..i  Sofin^  c'efct  daîis  ;  ëesidn^niiers  temps  éeulemehtqtie' 
lé  'isystème  '  du  ^mioïkde^isW'îenricbi'iid^une  nouvelle 
oomète  périodique^  4omhJa  rév^o^Iutioû'- est  de  si^r  ^alk 
tn^ie  quarts^ à^'peuiij^Às:;^' Elle: f%it  Si^pefcué  d'aborâ  4^ 
:Êyi6Èffwss^fi^2Ô',  en^Bolayéme^  {kiriVC^Bielà^lè^iwâvs 
suivant fik: Miiif»iUe:^  par  '. M. 'Gombart ,  et>  lé"  1  o  à 
Âlfoiia,  par  M.  Clausen.  Lesrsiçxneitsi  pânraboliqtieB 
conclus  dB&plremiàres.Qbsënvdti0i|9  de  eet  astre  at^rânt 
uoel  r^fiaekublanc^s^ensarxi^^  ^^et  cëttic  'de  à&ût 
S(>|]9^S;4bâsrBéé$.oen<f77b  et  1806;  MM«  Clausionaéb 
Oai!i}biist^iqui  pacaisfififiitÀfi^artlBgeF  rhônxieÀr  dWoîr 
^itlaiiiiiiltaiiénieQitcaji'i^^  àlorb 

dM)(9(ll3i|lf^()k  ^olMteement  vdè.jiu»  ;tiKii^roainè{ea|  e» 
l^iVliPi^p^trlôif  îdrbite  elUptiqué^  et  ïaptraqiwlf 
^H^^4)^V>iU  tfiOievtèireBkl:  ^  cjiacuii^dé  leur£été>  une 
eiBîp^îqiUf^o  ^IfVttWÙtâittles  ab^QTiratioii^  «sfienaixacH 
tement  pour  ne  plus  laisserf^auoun  ^oulb  sud:*  leur 
identité. 

;s\Tel  €»l,J-^.t^t  *(^wl\<Je  A'AstroBoaiie'  rêlftlivwmèttl 
aux  comètes  dont  j^'^^volutioa  est  connue.  Il  nest 
pas  douteux  que  lattentlon  assidue  qu'on  apporte 
mdftitblfâ^V  >tru^'J  cè»è^ârffîM^>  «ifi^Mliitf dties  n'en 
an^MMtqreih^è^  le' ift^  itest 
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k  présumer  qu^  la  dêiiouverte  dés  -  comètes  à  longue 
période  >  co<nme^  celle  de  168:1  ^  sera  toujours  très 
Tat^0  surtout  si  Ton  remarque  qù^on  n'observa  ces 
astres  avec  assez  de  soia  et  assez  de  précision  que 
depuis  deux  siècles.  Les  incertitudes  dont  les  ob- 
servatîotis  précédentes  âonf  affectées  doivent  même 
$0tiyènt  tromper, les  conjectures  qu'elles,  ont  fait 
naître;  c'est  ce  qui  est  arrivé ^j en  effet |,  |iour.la 
QQiBète  de  ;i5.5a>  observée^par  Appien.  Lès  rapports 
qtti  existent  eiM:re  ses  élémens.iet  ceux  d'une  comète 
observée  en  1661  î  par  Hévéliids^  avaient  fait  penser 
qu'ils  appartenaient  à  un  méme'^a^  dont  la  révolu- 
tion était  de  laâ  tonées  envirod,  et  ea  conséqiunce 
iixk  attendait  le  retotir  de  .ccftte  .coniète.vér^  '2789; 
mais  ell^.n'a  pas  reparu.  .'■. 

flfofis  regrettona  qœ  les^:  boirnes  de  cet  ouvrage  ne 
QHUi^  permettions  pas  dé /di^elopper»  dans  tonte  teur 
étendue  ^  les  résultats  de  l^ppUcaticn  de- k^théorie 
exposée  dans  le  chapitre  précèdent  aux  trpis'eomète^ 
dtmt  nous  VenOnj^dertraotr  l'histoire  ^maia^âii  moinsy 
eiv  présentant  le  résumé  dé  ces  cafeab,  tîous  en  iiidi^ 
qbeipBS  la  marche  avfc  assez  de  â^ik  {lOÉRrHéviteif 
tout  embarras  à  ceux  qui  voudraient  les  <vériâer^t» 
les.  pousser  plusloin^^enconsidémixt^  noutelles^re 
voldtions  décès  Qomètes'»^     '•   ^'I:  •'*• 


' .  I  «  • 
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en  i53i  ;  elle  repassa  depuis  à  son  périhélie  en  1607^ 
i68i  et  1 759.  Les  durées  de  ces  trois  rérolntions  sont, 
comme  on  Toit^  très  inégales.  La  première  période, 
en  effet,  était  de  76  ans  et  deux  mois  à  peu  près,  ou 
de  3781 1  jours;  la  seconde ,  de  37553  jours,  et  plus 
courte  par  conséquent  de  4^9  jours  que  la  précé- 
dente ;  enfin ,  la  dernière ,  la  plus  longue  des  trois , 
était  de  37937  jours.  Il  sei^ait  donc  impossible  do  rien 
conclure  sur  les  retours  futurs  de  cette  comète  k  son 
pénfaélie  sans  le  secours  de  la  théorie ,  et  la  détermin* 
nation  des  perturbations  qu'elle  éprouve  par  l'action 
des  planètes  peut  seule  nous  mettre  en  état  de  pré- 
dire Hnstant  de  sa  prochaine  apparition. 

Il  faut,  pour  cela,  commencer ,  comme  nous  l'avons 
vu  n*  39,  par  déterminer  le  moyen  mouvement 
diurne  de  la  comète  au  périhélie  de  1759,  ce  qui 
exige  que  l'on  calcule  les  altérations  qu'ont  subies  1^ 
élémens  de  son  orbite  pendant  la  période  de  1683  à 
1 759.  Les  seules  planètes  dont  l'action  sur  la  comète 
ait  pu  être  sensible  dans  cette  révolution  sont  Jupi- 
ter, Saturne  et  Uranus.  Les  mêmes  planètes  ont  en- 
core influé  sur  son  mouvement  dans  là  révolution 
subséquente;  mais  dans  l'année  1769,  là  çotnète  s'é- 
tant  beaucoup  approchée  de  la  Terre,  il  est  devenu 
indispensable  d'avôîr  égard  à  cette  nouvellç  planète 
dans  le  calcul  des  perturbations,  et  l'on  verra,  éifi 
effet,  qu'il  en  résulte  une  diminution  de  quelques 
jours  dans  la  durée  de  la  période  que  nous  nous  pro- 
posons de  déterminer.  Nous  n'aurons  donc  à  nous 
occuper,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  de  L'action  per- 
turbatrice de  ces  quatre  planètes  :  les  calculs  qui  en 
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résulteront  exigeraient  des  développemens  très  éten- 
dus;^ mais  comme. ils  ont  été  faits  avec  beaucoup  de 
soin  par  M.  Damoiseau ,  et  que  nous  avons  eu  récem- 
ment  l'occasion  de  les  reprendre  en  entier. et  d'en  vé- 
rifier l'exactitude^  nous  nous  bornerons  ici  à  indiquer 
la  marché  et  les  résultats  de  ces  calculs^  et  nous  iien- 
verrons^  pour  les  détails^  au  Mémoire  de  M.  Damoi- 
seau^ qui  a  méiitéle  prix  que  d'Académie  dé  Turin 
avait  proposé  en  1812  sur  ce  sujet,  et  qui  est  im- 
prixné  dans  les  Mémoii?es  de  cettç  Académie ,  fx>ar 
l'année  1820. 

.  4^  *  Dans  le  calcul  des  perturbations  qui  se  rapportent 
à. la  révolution  de  1682  à  1769,  nous  regarderons 
l'orbite  de  la  comète  comme  une  ellipse  dont  le  grand 
axe  répond  à  la  durée  observée  de  cette  révolution^  que" 
nous  supposerons  de  ^jgSj  jours.  En  nommant  donc 

2ci  cet  axe,  iet  N  =  -5-  le  moyen  mouvement  ditirne 
qui  lui  correspond ,  on  aura 

~      ^  =  ;^  =  46%59009 ,  ./?==  i8,oi86. 

Les  autres  élémens  de  l'orbite  qui  se  rapportent  tant 
au  périhélie  de  1682  qu'à  celui  de  lySg,  résultent 
directement  des  observations  faites  à  ces  deux  épo- 
ques. Nous  supposerons,  pour  partir  des  mêmes  don- 
nées que  M.  Damoiseau , 
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En  1682. 

^nstaat  du  passage  au  périhélie  1 682  •    1 5'^* ^  24o02(^) 
îlapport  de  l'excentricité   au  demi 

grand  axe o  ,967629 

Lieu  du  périhélie 3o2®53' 

Longitude  du  nœud 5i .  16 

[aclinaison  de  l'orbite 17  »56 

Sens  du  mouvement ,  rétrograde. 

En  JjSg. 

Instant  du  passage  au  périhélie  1 759 .  1 5*^,08976 
Rapport   de  l'excentricité  au  demi 

grand  axe o  .967554 

Lieu  du  périhélie 3o5®  8' 

Longitude  du  nœud  ascendant 53  •  38 

Inclinaison  de  l'orbite *.....      17 .40 

Sens  du  mous^ement,  rétrograde. 


/ 


Pour  apporter  dans  les  calculs  le  plus  de  précision 
possible^  il  sera  bon  d'employer^  dans  la  première 
moitié  delà  révolution  de  1682  à  1759^  les  élémens 
de  l'orbite  relatifs  au  périhélie  de  1682,  et  dans  la 
seconde ,  les  élémens  qui  se  rapportent  au  périhélie 
de  1759. 

n  ne  s'agit  plus  maintenant ,  pour  déterminer  le 
prochain  retour  au  périhélie  de  la  comète  de  1 759 , 
que  de   substituer,  dans  les  formules  du, chapitre 


(^)  Le  temps  est  partout  exprimé  en  jours  moyens  comptés 
de  minuit  au  méridien  Je  Paris. 
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troisième^  les  valeurs  numériques  précédentes^  à 
la  place  des  quantités  qui  les  représentent ,  ainsi 
que  celles  qni  se  rapportent  uniquement  aux  pla- 
nètes perturbatrices^  et  qui  seront  données  par  les 
tables  astronomiques.  Lorsqu'on  aura  ainsi  déterminé 
les  altérations  difierentielles  qu'éprouve  chacun  des 
élémens  de  Torbite  par  l'action  des  forces  perturba- 
trices ,  on  aura ,  par  la  formule  (F) ,  les  altérations 
totales  de  ces  élémens ,  correspondantes  à  une  va- 
riation donnée  de  l'anomalie  excentrique.  Dans  l'ap- 
plication de  cette  formule^  on  fera  varier  l'anomalie 
excentrique  de  degré  en  degré  pour  Jupiter  ;  mais 
comme  les  autres  planètes  que  nous  considérons 
exercent  sur  la  comète  des  actions  beaucoup  moins 
sensibles,  nous  écarterons  davantage ,  dans  ce  cas, 
les  ordonnées  de  la  courbe  parabolique ,  et  nous  fe- 
rons varier  cette  apomalie  de  deux  degrés  en  deux 
degrés  pour  Saturne  et  de  six  degrés  en  six  degrés 
pour  Uranus, 

43 «  Pour  donner  un  exemple  de  ces  calculs,  propo- 
sons-nous  de  déterminer  les  altérations  des  divers  élé- 
mens  de  l'orbite  résultant  de  l'action  de  Jupiter  sur  la 
comète  pendantla  période  de  1682  à  1 769 ,  et  corres-' 
pondant  à  un  arc  donné  de  l'anomalie  excentrique. 

Par  les  tables  de  Delambre ,  on  aura 

Anomalie  moyenne  de  Tp  au  moment 

du  périhélie  de  la  comète  en  168:2.  291"*  i  y' 

Lieu  de  l'aphélie •.....•.    189. 16.46" 

Longitude  du  nœud 97 . 1 5 .54 

Inclinaison  de  l'orbite. i .  19.  i5. 
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En  çoDsidéraot  le  triangle  interceplé  inr  i^  sphère 
céleste  ^  par  léclîptique  ^t  les  orbites  4e  Jupiter  et 
de  la  comète ,  on  trouvera  aisément  p  d'après  les  dprh- 
nées  précédentes ,        - 

m  •      ^ 

•  .  .  *  ... 

m  ■  '  »  ê       .  • 

Lieu  du  nœud  asoend»  de  ^"^  sur 

l'orbite  de  la  comète.  ..44^ 54^  iV  lo'^-; 

Lieu  du  nœud  ascend.  de  la  comète 

■SOT Torbite  de "Hf. •  « ••.•••     54*io*.37  ,  . 

Indinaison  mutuelle  des  deux  orbit.     i8*52.  ag; ' 


d'où  l'on  conclura  d'abord 

A.  • .    1 1 1<*  19'  10",    y. . .    18** 53'  29". 

II,,  .,  ,  •_^ 

Si  de  la  longitude  de  l'aphélie  de  Jupiter ,  on  retrancha 
Tangle  54''  10'  5j"j  la  différence  sera  la  quantité  qu'il 
£iut  ajouter  aux  anomalies  vraies  *de  cette  planète^ 
comptées  de  l'aphélie,  pour  avoir  sa  longitude  comp-> 
tée  du  nœud  ascendant  de  son  orbite  sur  celle  de 
la  comète  ;  cet  angle  fiera  donc  ainsi  de  x  35®  6'  9". 

Cela  posé ,  on  aUra  pour  déterminer  les  coordon- 
nées de  la  comète  rapportées  au  plan  et  au  grand  ne 
de  son  orbite ,  ainsi  que  le  temps  écoulé  depuis  lé 
passage  au  périhélie  de  1682,  les  formules  suivantes  : 


a:=  18.0186. costt— 17.4553^,  ^2=:: 4.54747 'Sintti 
«=(444^,63o7i).(w — o.967Ç29.sinM); 

et  pour  déterminer  les  coordonnées  de  la  planète  per- 
turbatrice^ rapportées  au  même  plan  et  au  même  axe. 
On  aura 
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Ces  formule^  donneront  les  valeurs  des  coordon- 
nées Xfjr^  x\  y  y  js'  et^u  temps  ^^cottespondanl;  à 
un  arc  quelconque  d'anomalie  excentrique  compris 
entre  o  et  i8o^«  Supposons  qu'il  s'agisse  de-déteritii- 
ner  ces  'valeurs  relatives  a  l'époque  qui  répond  au 
dîxièane  degré  dé  cette  anomalie,  en  Élisant  ist^cs  16% 
dans  les  premières  formules ,  on  aura  d'abord 


ar  =  o. 30954,    J^  =  0.78966,     ^  =  28',9272. 

'■ .      *  '.-         "    '       \' 
On  calculera  ensuite  le  lieu  de  la  planète  relativement 

à  la  même  épôqùè.  *  i    ■ 

On  aura,  par  les  tablés  de  Delambre,  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'équation  du  centre^et  à  la  variation  sé- 
culaire. 


■  1 


Anomalie  moy.  ip  au  périh.*^  ^i**  17'  ' 

Moût.  m.  p.  10" 4  awi).  exe.       3-^34 

•  - 

Ano.iïioy.'Çîpou^rim.don.  295.41    r'.t.  S.'SoGS^ 
Équation  du  centre. ......  +4-^^ 

Anomalie  vraie  de  ip 298 .36 

Çpnst.àajput.auxanom^vr.   xS5^  6 

9'. ^5.42. 

Si  dans  les  formules  qui  diétérminent  les  coordon- 
nées de  la  planète  perturbatrice ,  on  substitue  ces  va- 
leurs^ on  trouvera 
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jc'=î-^5. 05092,  jK-'  =  0.56470,  J5(=i. 64761. 

A  l'aidç  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  x  etjr ,  on  for- 
mera aisément  les  suivantes  : 

j>=5,6o497>  X=o.oo5542,  Y= — 0.004854. 


I  '■  , 


Il  ne  s'agit  plus  niaintenant  que  de  substituer  à  la 
place  de  x,  j",  X  et  Y  leurs  valeurs  numériques  dans 
les  formules  du  n^  52,  après  les  avoir  réduites  en 
nombres.  Reprenons  d'abord  la  formule  (7)  qui  dé- 
termine l'altération  du  moyen  mouvement,  m'  dé- 
signant ici  la  masse  de  Jupiter;  on  aura 

m!  =      ' 

1670.5* 

et  cette  formule,  en  y  substituant  i^  ou  0.017455  a 
la  place  de  du,  et  multipliant  tous  les  termes  par 

'  ^fi^    5fi^  pour  les  réduire  en  secondes,  deviendra 

^/z=(o",75668).sin  tt.X — (o",i8592).costt.Y. 

Si  Ton  fait  les  mêmes  substitutions  numériques  dans 
les  formules  qui  donnent  les  altérations  du  périhélie 
et  de  l'époque,  et  qu'on  réduise  en  secondes  tous 
les  termes ,  on  aura 

<fo, = (i  3%  77075)  .^ .  (a:Y  — _rX) — (  1 5",8o456) .  rX , 
di—da==—(p .  25238)  ,da—{6%  7  25853./'.(icX+jY). 

Au'irioyeil  de  ces  iorniaIes>  en  taisant  uss-io' ,  on 
trouve 
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dn  =+o^ooo5868i  ^  f^/i  =+0^016975, 

da>=: — 0,089833,         dî — £/«=4-o,o38646.       q 

44*  On  pourra  calculer,  de  cette  manière^  les  valeurs 
successives  de  dn^  dœ^di^  depuis  o  jusqu'à  180  degrés 
d'anomalie  excentrique;  en  partant  ensuite  des  élc- 
xnens  de  lySg,  et  faisant  1/ négatif,  on  calculera  les 
mêmes  valeurs  depuis  «==0®  jusqu'à  11  ^s-^  179*;  on 
substituera  ensuite  ces  quantités  dans  la  formule  (F), 
et  des  résultats  ainsi  obtenus  on  formera  lo  tableau 
«uivant  : 


Résultats  de  Vintégration  par  quadratures  des  altéra^ 
tions  différentielles  du  moyen  mous^ement  ^  du  péri" 
hélie  j  et  de  l'anomalie  moyenne,  présentant  les 
altérations  totales  de  ces  élémensj  depuis  16S2 
jusqu^à  1759. 


l*lanët. 

!> 

Total.. 

fdn. 

ï/J/î. 

ftdn. 

fdtfdn. 

fdm. 

fd^fd^. 

/«. 

+o"3i5794 
+0  «031985 
-f»o.oi3i38 

-h  8822"  34 
4-    893,57 
-h    367,03 

-5286".98 
4-  737,5a 
+  i37,64 

+i4io9"32 
+    i56,o5 

4    3391 39 

-aeS^'So 

—  92,7' 

-  9.83 

+2078*'59 
-^36r,e8 

4-    94»9» 

4-16187'fl 

4-    5i7»7 
4-    3a4,3 

-+-0.360917 

4-10082,94 

—4411,82 

4.14494,76 

—366,34 

4a535, 1.7 

4-17099,9 

A  l'aîde  de  ces  valeurs ,  il  est  facile  de  déterminer 
le  moyen  mouvement  diurne  de  la  comète  à  l'instant 
du  [passage  au  périhélie  de  1759.  En  effet,  si  dans 
l'équation 
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on  suppose 

^=1296000^  /=T= 27957»,  ya;r=+i7029%95, 

on  aura 

N  =  45",78ô5i. 

C'est  la  valeur  du  moyen  mouvement  diurne  au 
périhélie  de  1682;  en  nommant  N'  cette  valeur  au 
périhélie  de  i  jSg ,  on  aura 

N'=:N+/rf/i=46",i4i45.    ' 

De  là  il  est  aisé  de.  conclure  les  valeurs  des  demi 
grands  axes  a  et  a'  qui  répondent  aux  mêmes  époques; 
on  trouvera  ainsi 

£1=  18.1782,       a'=  18.0833. 

45.  Avec  cette  valeur  de  a,  on  pourrait  recommen- 
cer le  calcul  des  altérations  des  élémens  de  Torbite  pen- 
dant.la  période  de  1682  à  1759,  etl'onobtiendrait  sans 
doute  des  résultats  plus  exacts  encore  que  les  précé- 
dens  ;  mais  la  longueur  de  ces  opérations  et  le  peu 
d'effet  qu'on  en  doit  attendre  font  qu'il  y  a  bien  peu 
de  calculateurs  qui  soient  tentés  de  l'entreprendre. 
La  valeur  de  a',  jointe  aux  valeurs  des  autres  élé- 
mens de  l'orbite  relatifs  au  périhélie  de  1759,  fournit 
toutes  les  données  nécessaires  à  la  détermination  des 
perturbations  de  la  comète  pendant  la  période  qui 
s'écoulera  de  1759  jusqu'à  sa  prochaine  apparition. 
M.  Damoiseau  est  parti,  pour  ce  calcul ,  des  élément 
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suivans,  qull  a  sans  doute  jugés  plus  exacts  que  ceux 
que  nous  avons  rapportés  plus  haut.  Cette  précision, 
qui  est  peu  importante  lorsqu'on  se  propose  seulement 
de  fîxét  le  retour  futur  d'une  comète  à  son  périhélie, 
le  devient  beaucoup  lorsqu'il  s'agit  en  même  temps 
de  déterminer  les  élémens  de  son  orbite  a  cette 
époque. 

Elémens  de  ï orbite -en  lySg. 

Temps  de  passage  au  périh.  lySg.  iS^^iG 
Rapport  de   l'excentricité  au  demi 

grand  axe • .  •  •  »  0.967705 

Lieu  du  périhélie 3o3*  14' 

Longitude  du  nœud  ascendant.  •  • .     53. 4^ 

Inclinaison  de  l'orbite ^  7  •  4^ 

Demi  grand  axe •  • .  •     18 .08327. 

• 

En  déterminant  ensuite  les  altérations  de  ces  élé- 
mens,  pendant  la  période  commencée  en  1 759,  par  des 
opérations  semblables  à  celles  qui  ont  servi  à  calculer 
leurs  valeurs  pendant  la  période  de  1682  à  175g,  et 
en  rectifiant,  pour  plus  d'exactitude,  l'ellipse  de  la 
comète  de  3o  en  3o  degrés  d'anomalie  excentrique, 
le  même  astronome  est  arrivé  aux  résultats  suivans. 
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^  Résultats  de  tintégration  par  des  quadratures  des 

{  altérations  différentielles  du  moj'en  mouvement, 

^  du  périhélie  et  de\  Vanofnalie  moj'enne ,  présentant 

j  les  altératioTiS  totales  de  ces  élémens  depuis  ijSg 

}  jusqu'au  prochain  retour  de  la  comète. 


Planèu 
wrtarb. 

X 
Ail.  lot. 

fdn. 

tfdn. 

ftdn. 

fdtfdn. 

fd». 

fdt^fdu. 

/rff . 

+o"439i53 
'^o><'89g98 
+0,008483 

+12299*36 
—  2520,58 
+    237,56 

+  i238i"88 
—  3731,82 
+    i35,83 

—    8a"52 

+I?I.I,24 

+  101,73 

-^6"56 

—  83,64 

—  21, 5o 

+162^75 
+  75i,_75 
+  'io7,'48 

+1542"  23 
+1962,99 

+309,21 

+0,357637 

+10016,34 

+  8785,8^9 

+1230,45 

^ï,:o 

+2483,98 

+3714,43 

46.  Il  est  facile  maintenant  de  fixer  l'époque  du 
prochain  retour  de*  la  comète  à  son  périhélie;  cti 
effet,  si  dans  Téquatiôn 


•i 


i:=m+fdi:, 


on  suppose 


^=36o%  fc=r,  N'=4ô",i4i42et/^Ç=:+57i4',43, 


on  aifra 


r= 


36oo 


;|llill£  =  a8o87/,56  —  8o^5o  =  28007/,  06. 


Ainsi  l'intervalle  compris  entre  le  passage  au  péri- 
hélie en  lySgetle  passage  suivant  sera  de  28ooy^f06, 
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ce  qui,  à  compter  du  i3  mars  lySg,  donne  le  17  no- 
vembre pour  l'instant  de  ce  passage. 

Nous  n  ayons  point  eu  égard  dans  la  détermination 
précédente  à  l'action  de  la  Terre  quî^  par  sa  proximité 
de  la  comète  en  1 759 ,  ^.parait  devoir  influer  sur  la 
durée  du  temps  périodique  pendant  la  révolution 
suivante.  Burckart  a  fait  ce  calcul  (Connaissance  des 
Tems  pour  18 19),  et  il  a  trouvé  que  cette  action  al- 
térait de +0^,02679  à  peu  près  le  moyen  mouvement 
diurne  de  la  comète  au  périhélie  de  1759;  en  sorte 
qu'en  comgeant  d'après  ce  résultat  les  valeurs  que 
nous  avons  supposées  au  mouvement  moyen  et  au 
grand  axe  de  Torbite  à  cette  époque  ^  on  aurait 

N'  =  46",i682i,     a'=:  18.0765. 

Telles  sont  donc  les  valeurs  qu*îl  aurait  fallu  em- 
ployer dans  le  calcul  des  perturbations  de  1 759  à  1 855; 
mais  les  'di0erences  qui  en  proviendraient  dans  les 
résultats  que  nous  avons  présentés  seraient  sans  doute 
peu  considérables.  En  substituant  pour  N'  sa  valeur 
précédente  ^  on  aura 

T'  = j^;-  ^  '^  =28071^316  — 80^45  =  27990/, 81. 

Ainsi  Taction  de  la  Terre  aura  pour  eflFet  de  dimi- 
nuer de  16  jours  à  peu  près  la  durée  de  la  révolution 
que  la  comète  accomplit  en  ce  moment^  et  son  passage 
au  périhélie  aura  lieu  le  5 1,2  octobre  i855. 

Si  Ton  compare  là  durée  de  la  révolution  que  nous 
venons  d'examiner  à  celle  de  la  révolution  qui  Ta 
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précédée,  cm  voit  cp'elle  la  surpasse  de  54  jours  à  peu 
pris  y  en  sorte  que  la  rëyolution  actuelle  de  la  comète 
est  la  plus  longue  de  celles  qui  ont  été  observées  de- 
puis i55i. 

47*  Déterminons  maintenant  les  élémens  de  Tor- 
bite  à  l'époque  du  passage  de  la  comète  au  pérîh^ie 

En  désignant  par  N^'  le  moyen  mouvement  diurne 
à  cette  époque,  et  par  ci'  le  demi  grand  axe  qui  lui 
correspond,  on  aura  d abord 

N" = N'  +  fdn  =  46",52585 }  a"z=^j 7,98355. 

Ççi  calculant  ensuite  d  après  les  principes  précédent 
les  altérations  de  Texcentricité ,  de  Tinclinaison  et 
du  nœud ,  dues  à  Faction  des  forces  perturbatrices 
pendant  la:  période  de  1759  à  i835,  on  forme  le  ta- 
Ueaif  sujivaAt^ 


(ï  ) 


« 


j^if^rcUiojns  de  VesccentricUé  et  des  quantités ^qui  dé-- 
:^rminefft  la  position  de  V orbite^  pendant  la  période 
de  1759^  i835. 


■  *    iUi'i 


I Altérations  total.. 


±±db 


•âifa 


fde.-    . 


•    •  • 


^ 


•^   0%  00034611 
1;  ^  O.OOOI187O 

—  o.oooqa4o7 


S. 


■   «  • 


—  o.oooa5i$8 

de 


/dp. 


'—  ti.boora^itS 
—  0.00010041 
>-  0.0000068a 


—  .oooiSgSSS 


fd^. 


—  0.00167888 

—  0.00028994 
-f>  o.ooooa5i6 


—  0.^)0194366 
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En  partant  donc  des  élénlens  relatifs  aa  périhâie 

de  lySg  quioriléte  rapporté^-^^^^t'^^^^^'^^'^î^™^ 
e^  le  rapport  de.  l'excentricité  au  demi  grand' axé  en 

i835,  on  aura 


>  (        <■  i4  k 


e' =  e+fde==.  p  '.  967453 ,  ,^ 


^    ^ t 


et  la  distance  périhélie  sera  o .  58552 ,  à  la  mênfe 
époque.  ■       ■         -■;'   '■  '  '    ''•  '•  '-\  --'■';■;•   ' 

'■■  Les  deux  équations-^^    ^^    -      -î  -    «     :    ' 

tangÇsina=/7,     tang^cosja=^, 


I      „  ...       r 


donneront  ensuite,  en  observant  que  sin  a  doit  être 
de  même  signe  que  p  et  cbs^ctâe  mémo  signé  q^iitô  7> 

-  Les  ^angles-  ipeftl  îre^fésentèn^TînflliyaWoÀ  de 
Forbite  vraie  de  la  comète  et  la  longltodè  '  (lé' 'îêâGta 


formé"  par  les  plans  de  1  ecliptîquey*dè^P6fl>îié  de 'la 
comète  en  lySg,  et  de  spn  orbite_-Yraie;  désignons  par 
A ,  B ,  180''— C  les  trois  angles  de  ce  triangle,,  (gtp^  a^ 
t,  c  les' côtés  opposés  à  ces  angles;  C  ét^nti^jiçliti/ii^i 
son  de  l'orbite  vraie  de  la.  CQipèta  kJlécliplique^  et  U 
l'arc  compris  sur  ce  plaja  entre  cette  même  orbite  ejî 
l'orbite  fixe  de  1759.  On  a^ra  dans  ce-  triangle  \ 


#  ■    ■  ■      —      '  ' 


cos  c  =  cos  A  cos  B  —  ces  h  sin  Ai«in-B« 
L  angle  B  représentant,  d'après  l'iiypotbàse^JjjQclinai- 
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son  de  Torblte  yraie  Bat  l'orbite  fixe,  B   sera  une 
très  petite  quantité,  et  Toq  aura ,  à  très  peu  près^ 

cosC  =  ces  (A  +  B  cosc), 

et  par  conséquent 

C  =  A  +  B  cos  c  ; 


on  dsia  ensuite 


.     -        Bsînc 

Sin  i^  =  — : — -pr  • 
sin  Li 


Observons  maintenant  que  Fangle  cl  déterminé 
précédemment  est  supposé  compté  du  périhélie  de  la 
comète  et  dans  le  sens  de  son  mouvement  ;  la  longi- 
tude du  nœud  ascendant  de  Torbile  vraie  de  la  co- 
mète ,  sur  son  orbite  fixe ,  comptée  du  même  point 
dans  Tordre  des  signes  sera  donc  i44^<^*  "^^  ^'^^ 
ajoute  cet  arc  à  la  longitude  du  périhélie  en  i  ySg , 
et  qu'on  en  retranche  la  longitude  du  nœud  à  la 
même  époque ,  langle  qui  en  résultera  sera  la  lon- 
gitude du  nœud  ascendant  de  Torbite  vraie  de  la 
comète  sur  son  orbite  fixe^  comptée  du  nœud  ascen- 
dant de  cette  dernière  orbite  sur  Técliptique^  angle 
que  nous  avons  désigné  par  c  ;  on  aura  ainsi 

A=  17^40',     c  =  33»42',     B  =  8'i4% 
d'oii  Ton  conclura 

Inclinaison  de  lorbite  sur   1  eclip- 

tique,  en  i835  ou  C 17*^46'  5o^ 

Mouvement  direct  du  nœud  ascen- 
dant, sur  récliptique  on  b i4'  58'^ 

Tome  II.  10 
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En  ajoutant  à  l'altération  du  nœud  1*4'^'^  I^"^ 
la précessîon  des  équinoxes dapsTinteryallede 76  ans, 
on  aura  sa  variation  par  rapport  à  Féquinoxe  mobile. 

Nous  ayons  trouvé  précédemment  pour  la  variation 
de  la  longitude  du  périhélie 

/^û)  =  — 94i",7. 

Cet  angle  est  compté,  comme  l'angle  a,  du  périhélie 
de  la  comète  et  en  sens  inverse  des  signes;  la  longi- 
tude du  périhélie ,  comptée  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite,  est  donc  augmentée  de  941 '',7  par  le  mou- 
vement propre  de  ce  point  pendant  la  période  de  1 75g 
à  i855;  mais  dans  cet  intervalle  la  ligue  des  nœuds 
se  rapproche  du  périhélie ,  et  la  même  longitude  est 
diminuée  du  mouvement  du  nœud  ascendant  sur 
l'écliptique  projeté  sur  l'orbite  primitive  de  la  comète. 
En  désignant  donc  par  g  la  variation  totale  du  péri- 
hélie  par  rapport  au  nœud,  et  en  employant  les 
dénominations  précédentes^  on  aura 

gzrsfdeâ  —  ^.cosAy 
d'où  l'on  conclura 


20". 


Distance  du  nœud  ascendant  au  pé- 
rihélie      24cf2j^ 

Au  moyen  des  valeurs  précédentes,  et  en  parlant 
des  élémens  de  la  coniète  relatifs  au  périhélie  de  1 769, 
on  a  formé  le  tableau  suivant, 
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Èlémens  de  la  comète  en  i855. 

Instant  du  passage  au  périhélie  3 1^2  octobre  i835. 

Demi-grand  axe •. . .  17. 98555 

Rapport  de  Texcentricitë  au  demi 

grand  axe .••..••...••  0.967455 

Lieu  du  périhélie  sur  l'orbite . .  • . .  5o4*  34'  19" 
Longitude  du  nœud  ascendant. ...       55.  6 .£^9 

Inclinaison 17  •46*5o. 

Sens  du  mouvement  rétrognuie. 

Détermination  des  perturbations  de  la   comète 

périodique  de  5**%3. 

48.  Cette  comète  parait  avoir  été  aperçue  pour  la 
première  fois  dans  les  années  1786  et  1796;  mais  les 
observations  faites  à  ces  deux  époques  ont  été  ou  trop 
inexactes  ou  trop  peu  nombreuses  pour  eii  conclure 
Vorbite.  Nous  partirons  donc  ici  des  observations  re- 
latives à  i8o5>  et  nous  examinerons  les  perturbations 
de  la  con^ète  depuis  son  passage  au  périhélie  en  i8o5 
jusqu'à  l'époque  actuelle. 

Dans  la  première  période,  c'est-à-dire  dans  l'in- 
tervalle   écoulé  entre  les  passages  au  périhélie   en 
i8o5  et  en  18 19,  on  peut  regarder  IWbite  comn^eu^e; 
ellipse  dont  le  grand  axe  répond  à  la  durée  moyenne 
des  quatre  révolutions  que  la  comète  a  accomplies 
dans   cet  intervalle,   et  que   nous  supposerons>.de 
1205^,687.  On  aura  ainsi^  en  nommant  rz  le  demi* 
grand  axe  de  l'orbite  et  N  le  moyen  mouvement* 
diurne  ^  au  périhélie  de  i8o5  ..mA^ 

lO.  • 
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^  =  n33^=^^76%6925,  «=2.2x4507. 

Dans  le  calcul  des  perturbations  de  1819  a  1822^  on 
peut  regarder  Torbîte  comme  une  ellipse  dont  le 
grand  axe  répond  à  la  durée  observée  de  cette  révo- 
lution ,  qui  est  de  1212^^742 ,  et  Ton  aura  pour  cette 
période 

j^>__36oo^  _,o68",6525,  ^i'=  2. 225600. 

Nous  ferons  observer  toutefois  qu'il  serait  plus 
exact  d'employer  à  la  place  de  ces  valeurs  celles  du 
moyen  mouvement  et  du  grand  axe  résultant  du 
calcul  des  perturbations  précédentes. 

Le  tableau  suivant  présente  les  autres  élémens  des 
orbites  elliptiques  conclues  des  observations  de  i8o5 
et  de  1819. 


Passage 

au 
Perihclic. 


Ezcentricit. 


Loogiciide 

da 
Pcfrîliëlie. 


i8o5,rtov«mb. .  sa, 006 
1819,  jantier...  ^7,75^ 


6.8461753 
0.8490883 


Longitnde 

dn 

INœud. 


i56»47'24*' 
157.  5.53 


334o2o'ii'' 
334.43.37 


Inclinaison 

de 

l^orbite. 


i3<»33'3o'' 
i3.38.4!i 


Les  valeurs  que  renferme  ce  tableau ^  jointes  à 
celles  qui  dépendent  des  planètes  perturbatrices,  et 
qu  on  trouvera  dans  les  tables,  fournissent  toutes  les 
données  nécessaires  pour  déterminer  les  perturba* 
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lions  du  mouvement  de  la  comète^  de  i8o5  jusqu'à 
1822.  On  partagera  à  cet  effet,  comme  précédem- 
ment,  la  courbe  décrite  par  la  comète  en  parties  pour 
chacune  descpelles  on  déterminera  l'effet  des  forces 
perturbatrices,  sur  chacun  des  élémens  de  son. or- 
bite, et  Ton  aura  ensuite  par  la  formule  (P),  n**  34 1 
les  altérations  totales  de  ces  élémens  correspondantes  à 
lare  d'anomalie  excentrique  que  Ton  aura  considérée 

Dans  1  application  de  cette  formule  à  la  comète 
dont  il  s'agit,  il  suffira  de  faire  varier  l'anomalie  ex- 
centrique de  lO""  en  lo"*;  dans  le  cas  cependant  où  la 
planète  perturbatrice  s'approchera  beaucoup  de  la 
comète,  comme  cela  est  arrivé  dans  la  révolution  de 
1819  à  ida^^  relativement  à  Jupiter,  il  sera  bon 
de  resserrer  ces  intervalles  çt  de  faire  varier  Fàno*^ 
malie  excentrique  de  5*  en  5*. 

Jupiter ,  la  Terre  et  Vénus  sont  les  seules  planètes 
qui  aient  puavoîrquelqueinfluence  sur  le  mouvement 
de  la  comète  pendant  la  période  de  i8o5à  1^8:2:1  |  en- 
core pouii^ra-t-çn  se  contenter  de  , considérer  l'action 
de  oes  deux  dernières  planètes  dans  la  partie  seule- 
ment de  cette  pérjipde  où  la  piroxjimité  de  la  cpniètç 
a  rendu  leur  influencé  pi ^s  sensible. 

49*  Le  tableau  suivant  présente  les  résultats. du 
calcul  que  nous  venons  d'indiquer. 


■ .. . .  I  '.  t , 
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Altérations  du  niojen  mouvement  et  de  Vanomalie 
mojrenne  pendant  la  période  de  i8o5  à   1822. 


*=«T 


Periocics. 


Interralles 
:  obscrtëStf 


Planètes 
percorbatrices. 


i8ôàà]8i9. 


1819a  i8aa. 


48i4/,746 


: 


V.. 

$  en  1809 

eni8i8 

$  en  1809 

-  eRi8i8 

TqtaIi.  ..  • . 

'  ■(«  •  *<«  •  »^  •  •  • 

$  en  i8i9 


tr  rToTAL, 


fdn. 


-h  3*5889 

—  o,i3i3 

—  o,iio5 
— ^  0,01^8 
--f»  0,0735 


fdK. 


-^  i5859"38 
—      .'  4,97 

1  I 

■+       64,or  ■ 

-       ô,i4  • 


+  3,3914 

-7"  4349 
-f-  0,0716 


—  7,3633 


+  ,i54àGi5o  . 
-    99îà'*38 
-f-       8r,a6 


—    9^58,12 


■n*^ 


■1       TT^rr 


Désîgnohé  respectivement  par /i/zz',  n"  lé  moyen 
=ttiouvement  diurne  de  la  comète  aux  pérffeéliés  de 
i8o5,  1819  et  1822,  et  par  Tet  T^M  îritèi'vaîlWdè 
•temps  qui  séparent  ses  trois  pasSâiges-  en  deis*  points. 
Par  le  calcul  des  p'erttirbatîo^  de  la  pi^rîodé  de' i8o5 
à  1819,  on  aura 


n 


d'où  l'on  conclura 

n'  =  i075',4864  4-5',29i4==  i076',7778, 

«"=  io75",/,864-f  5>9i4— 7",5633=io69',4i45. 
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Par  la  période  de  idig  à  1823,  on  aura 


i5i 


n 

« 
n 

n 


I076^78^3  —  7*,3633  =  Io69^4^8o  , 
1 076",78i3  —  3'',29i4  =  io73",4899. 


=  ï076%78i3, 


Si  Ton  réunit  les  deux  périodes  précédentes,  en 
remarquant  qu'au  périhélie  de  1819  on  avait 
n'=/ï-|-3'',29i4,  on  trouve  d'abord  pour  l'altéra- 
tion de  l'anomalie  moyenne,  dans  l'intervalle  qui 
sépare  les  périhélies  de  i8o5  et  18:22^ 

15436^52  +  5V914T'— 9858%ia=957o'',oa, 
et  l'on  en  coneluca 


71 


_^  36o°x  5-9570^,  02  __ 


=  to75>745-  i%5877=io73'',4868,. 


T  +  T' 

//  =  I073^4868  + 3^2914=  ib76*,7782, 

»•=  ^o73^4868^.S",29^4  — 7'',3633=io69,4i49. 

En  rassemblant  les  valeurs  précédentes  de  chacune 
des  quantités  n,  n%  ri^y  conclues  des  trois  passages 
observés ,  on  aura 


Périodes. 

i8o5  à  1819 
1819  a  1832 
i8o5  à  1822 


n 

1075*4864 
1073,4899 
1073,4868 


n 


i076"7778 

1076,7815 
1076,7782 


*. 


n 

•i'o69"4i45 
10^,4180 
1669,4149. 


Les  différences  o^^ooSS,  o",oo3i  et  o",boo4.de  ces 
valeurs  sont  de  l'ordre  dés  quantités  négligées.. 


i5a  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Au  moyen  des  résultats  précédens ,  concluons  desr 
passages  observés  en  i8o5  et  1819,  répot[ue  du  re- 
tour de  la  comète  en  1822.  On  a,  relativement  à 
cette  période,  rJ  =  i076",7778^  par  conséquent, 

y  ^  36oo+  9858 Vg ^  ,^^3,  5^^  +9'*,i55=  1212^746. 

Les  observations  ont  donné  T' =  1212^,742  j  on  ne 
pouvait  attendre  de  la  théorie  une  plus  grande 
précisioû. 

Les  perturbations  def  la  comète  pendant  la  période 
de  1819 à  1&22  ont  été^  comme  on  voit,  très  con- 
sidérables,, puisqu'elles  ont  retardé  de  neuf  jours  son 
passage  au  périhélie,  M.  Enke  est  le  premier  parvenu 
à  ce  résultat,  qui  l'a  mis  à  même  de  fixer  à  Favance 
l'époque  du  retour  de  la  comète  à  son.  périhélie  en 
1-52  2.  n  annonça  en  même  temps  qtie,  d'après  :ses 
déclinaisons,  elle  ne  serait. pas  visible  en  Europe, 
et  que,  pouf  l'observer,  il  faudrait  se  transporter 
dans  l'hémisphère  austraL  La  comète,  en  effet, 
revînt  aii  périhélie  ièn  tnaî  18:^2  ,  et  c'est  d'après  les 
observations  faites  à  Pafamattâ,  dans  la  Nouvelle- 
Hollande  ,  qu'on  a  conclu  les  élémens  de  son  orbite 
a  cette  époque. 

5o.  En  partant  de  ces  élémens,  que  Ton  trouvera 
pluà  bas,  nous  avons  calculé  les  altérations  du  moyen 
mouvement  et  de  l'anomalie  moyenne ,  pendant  les 
deux  périodes  suivantes.  Dans  cet  intervalle,  la  co- 
mète n'éprouve  que  de  très  légères  perturbations ,  et 
l'on  doit,  par  conséquent,  attendre  d'autant  plus  de 
précision  des  résultats  qui  s  y  rapportent. 
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tératîons  du  moyen  mouvement  et  de  Vanomulie 
mojrenne  de  182a  à  1829. 


^«friodes. 

Interralles 
observés. 

Planètes 
[icrlarbatfices. 

fdn. 

1 

aài8a5.. 

iaii/,a9o    , 
i 

X 

5  en  i8aa 

» 

Total.. 
V 

^  0*7026 
—  0,0494 

-f.    38 1*46 
-     56,90    j 

# 

-f»  0,653a 

—  0,4390 

-f.     0yO356 

—  0,0986 

+    3a4,56    1 

—  70a, 4^    l 
+    10,43 

-  6,90 

5  à  iSao.. 

!  \ 

1  ° 

S  en  i8a8. 
Total. 

• 

—  OySiao 

-  698,89  1 

En  nommant  n'"  et  w'*  les  valeurs  du  moyen  mou- 
nent  diurne  aux  périhélies  de  1825  et  1829,  T", 
'  les  durées  dés  révolutions  de  1 822  à  1 825  et  de 
25  à  1829^  et  prenant  pour  n^  la  valeur  moyenne 
y^'j/^xSS  qui  résulte  de  la  comparaison  des  trois 
âodes  calculées  précédemment^  on  aura 

s:  ^^ — -Li—zs  1211^,8766  — o/,3o35==  121 1^,573 1. 

H 

i  observations  de  M.  Valz  donnent  T"=;  121 1^,290. 
ur  concilier  ces  deux  résultats^  il  faudrait  presque 
ibler  l'altération  4e  l'anomalie  moyenne  pendant 
période  que  nous  'considérons ,  ce  qui  parait  inad- 
ssible. 
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Il  sagit  maintenant  de  déterminer  Tépoque  du 
retour  de  la  comète  en  1 829*  On  aura  d'abord  pour 
le  moyen  mouvement  diurne  au  périhélie  de  iSaS, 

/^•'=  io69^4i58  +  o'',653!2p=  1070^0690, 

•       •        .  I 

et  par  conséquent  '  :         ' 

^_36o°+ 6^^,89 _  ,^„j  ,35^  +.0^,6531  =  121 1/,7"895. 

! 

Cet  intervalle  compté  à  partir  du  *i6,7836  sept.  1825, 
époque  du  passage  au  périhélie,  Irépond  au  1 0,675 1 
janvier  182g,  qui  sera  l'instant  idu  prochain  retour 
de  la  comète  en  ce  point. 
.  On  aura  pour  cette  époque 

n^"  =  i07o",o690  •—  o",5i20=  io69",5570. 

Quant  aux  autres  élémens  de  l'orbite,  le  ta|)leau  sui- 
vant contient  les  altérations  qu'ils  éprourent  dans  les 
quatre  période&.^e  nous  venons  de  parcourir.     , 

Altérations  de  t excentricité ^  du} périhélie  ^  du  nœud 
et  de  VincUnaison  de  l'orbite  de  i8o5  a  1829.. 


.  AltëtatioD    . 

Altémtion .'. 

1   1    1      1       , 
Altéraiion 

AUëraiion 

Périodes. 

de 

delà  long! lud. 

tlelaloDgitud. 

de  rinçlinais. 

■  ■ 

l'exceàtriciié: 

< 

du  përHiëlic. 

du  nœud. 

de  Porbîw. 

.  iStiôlktSi^ 

H-  CKoot^gSo 

+  5' 10" 

—     \*^\ 

4.    y  49* 

'  iStg&iSaa 

« 

-h  9.41    ' 

t 

—  to.So 

—  16.  8 

i8aaài8a5 

4-  o.ooo43o5 

4-  o.i5 

-^    o.io 

-h    T.  4 

1825^1839 

— ^  0.0003930 

H-  119 

—    b.J9 

—    0.55    I 
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■ 

Les  altérations  des  longitudes  du  périhélie  et  du 
no^d  sont  comptées  d'une  équinoxe  iiie  ;  si  on  leur 
ajoute  î  i'o"pour  la  première  période  et  h'^'J^ff  pour 
les  autres ,  on  aura  leurs  valeurs  par  rapport  à  Féqui- 
noxe  mobile. 

En  parlant  des  élémens  calculés  d'après  les  obser- 
vations de  Paramalla,  on  a  formé,  à  l'aide  des  résul- 
tats  qttivptéccdetotVÏ^  'tableau  suivant  qui  présente 
le»  élémens  elliptiques  qui  répondent  aux;  èînq  pas- 
sages au  périhélie,'obsetvés  dans  l'intervalle  dé  i8ô5 

a  10^9*^  *' 


<  •  ■  i  I  I 


■i 


Poisage 
au      . 
Pcrihelie. 


Moyeu 

mouvem. 

diurne. 


SoSyDOv.  oa,oo6lî  073"  4877 


grand 
axe. 


9S 


CiteesTirlt; 


1819,  janv.  27,75a 

(Saa,  mai.  a {,494 

1 8-25;  sept.  16,78^ 

1819,  janv.  10,573 
Il  i      il, 


1076,7791 

1069,41^3 
1070,0690 

1069,5570 


±c=^ 


Liea. 

'   du   ' 

petihefîc. 


2,918912 
2,214388 
2,224542 
2,223636 

2,2243iî6 


0,8464567 
0,8484517 
0,8445479 

0,84^9784 

< 

0,8446862 


=h=^ 


156043'  o" 
i56.5q.  Il 

*  I 

157.  y. 29 

H  .        •        •        • 

157.    14.30. 

157.18.35 


[ 


■Uèb  - 

du 

*  * 

nœud. 


l 


ncinais. 


334018'  29" 
33^.27.36 

•  •  ■       • 

334*  1^.32 
■    •    'il' 

334  aa., 8 
334>'24.<i5 


i3<»35'44" 

i3.3?.33 

i3.aa.25 

'*    '    w 
13,2^.29 

r .  • 

I  ■ .    .  & 

13.a2.34 


I 


Si  l'on  compare  le»  éléjxiens  relatifs  aux  périhélifs 
de  i8o5  et  1819  a  ceux  qui  résultent  des  observations 
faites  à  ces  deux  époques^^  on  voit  qu'ils  Js^ccordent 
d'une  manière  satisfaisante^  les  plus  grands  écarts 
étant  d'une  minute  sur  la  longitude  du  périhélie;  de 
cinq  sur  celle  du  nœud,  et  de  deux  sur  rinclinàison 
de  l'orbile.  Mais  on  pourrait  juger  encore  mieux  leur 
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précision  en  calculant ,  d'après  ces  élémens ,  quelques 
lieux  de  la  comète  à  diverses  époques ,  que  Ton  com- 
parerait ensuite  à  des  lieux  qui  auraient  été  directe- 
ment observés. 

Comète  péiiodique  de  6*"',7. 

• 

5 1  •  Les  perturbations  de  cette  comète,  depuis  sa  der* 
nière  apparition  en  1826,  et  l'époque  de  son  pro- 
chain retour  au  périhélie,  ont  été  déterminées  par 
M.  Damoiseau  ;  nous  nous  contenterons  de  rappor- 
ter ici  le  résultat  de  ses  calculs. 

M.  Gambart  a  fixé  les  élémens  elliptiques  de  lor- 
bite  pour  les  époques  de  1 806  et  de  1826 ,  en  suppo- 
sant la  révolution  moyenne  de  la  comète  dans  cet 
intervalle  de  a46o^,  ainsi  qu'il  suit  : 

1806.  1826. 

Pass.  au  périh.,  janv.^        3,4807     mars.       18,9688 

Excentricité 0.7470095  0.7457842 

Lieu  du  périhélie  . . .   109** 5i'  Sa"  109**  Sa'  aS" 

Long,  du  nœud  asc. .  •  261. a6.  9  25i.i5.i5 

Inclinaison iS.33.i5  ^3.S8.45 

Demi  grand  axe 3 .  66705. 

En  partant  de  ces  élémens,  M.  Damoiseau  a  trouvé, 
pour  les  altérations  du  moyen  mouvement  et  de  l'a- 
nomalie moyenne,  pendant  la  période  de  ï8o6  à 
1826, 
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Aller,  du  moy.  tnoav.  Alt^r.  de  ranom.  moy. 

TP    +  i"4497  +oM5'59"94 

J     +0,1811  +0.32.10,72 

T?     —  o,o5i7  — -  o.  2*4^, g5 

+  i"5^r  +  i^  5'  4"7i. 

Si  l'on  désigne  donc  par  n  et  n  les  moyens  mou- 
vemens  diurnes  de  la  comète  aux  périhélies  de  1 806 
et  de  1 826 ,  rintervalle  entre  les  deux  passages  étant 
de  7580^,4881 ,  on  aura 

'^  =  ^38M88i =  ^^^  '^^^^' 

»'=  8'46'',2652  +  1^5991  =:8'47^8645. 

En  calculant  ensuite  les  altérations  des  mêmes  élé- 
mens  pour  la  période  commencée  en  1826,  le  même 
astronome  a  trouvé 

Aller,  da  moy.  cdouv.  Anomalie  moy. 

TP    +  5"  5745  +  i^28'5o"94 

§     +  o, o352  —  o.  0.54^69 

1)     —  o, o5ii  —  o.  5. 14, 85 


+   5"  5766  +    1*25'     l''42. 

Soit  T  l'intervalle  de  temps  inconnu  qui  s'écou- 
lera entre  le  passage  de  la  comète  à  son  périhélie  en 
1806  et  son  prochain  retour  au  même  point  de  son 
orbite ,  et  soit  til  le  moyen  mouvement  diurne  à  cette 
époque ,  on  aura 

»•=  8'  47%8643 + 5',5766  =  8'  53',44o9. 

L'effet  des  forces  perturbatrices  dimiauera  donc  de 
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pendant  Tinfluence  de  celle  grande  loi  de  la  nature 
n'en  est  pas  moins  admirable  dans  la  question  qui  Ta 
nous  occuper;  elle  lie  entre  eux  des  phéniomènes  qui 
sans  elle  paraîtraient  n'avoir  aucune  analogie.  Ainsi, 
comme  nous  l'avons  dit,  les  mouvemens  des  axes  de 
rotation  des  planètes  ne  sont  qu'une  conséquence  de 
l'elliptîcité  de  leurs  figures ,  et  l'on  verra  que  les 
rapports  qui  peuvent  exiister  entre  les  durées  de  leurs 
mouvemens  de  révolution  et  de  leurs  mouvemens  de 
rotation  lès  modifient  encore  d'une  manière  parti- 
culière. La  pesanteur  universelle,  appliquée  à  cette 
nouvelle  classe  de  phénomènes,  non  seulement  ex- 
plique d'une  manière  très  simple  plusieurs  points 
importans  du  système  du  monde ,  que  Tobservatioii 
avait  de  tout  temps  révélés  aux  hommes,  mais  dont  ils 
avaient  jusque  là  vainement  cherché  les  causes;  elle 
donne  encore  le  moyen  de  calculer  les  lois  de  ces  phé- 
nomènes, avantage  précieux,  parce  que,  comme  ils 
procèdent  avec  une  extrême  lenteur,  on  ne  pourrait 
les  déterminer  directement  que  par  des  observations 
séparées  par  des  milliers  de  siècles.  Enfin,  la  théorie 
du  mouvement  des  corps  célestes  autour  de  leur 
centre  de  gravité  a  pour  nous  cet  intérêt  spécial  qui 
s'attache  à  tout  ce  qui  nous  touche  de  près;  elle 
fournit  plusieurs  données  importantes  sur  la  figure 
et  la  nature  du  globe  terrestre,  et  des  renseignemens 
précieux  sur  sa  stabilité. 

L'analyse  que  nous  allons  présenter  est  générale 
et  peut  s'appliquer  à  tous  les  corps  du  système  solaire; 
elle  n'est  que  le  développement  des  considérations 
exposées  dans  le  chapitre  III  du  livre  II,  et  par  les- 
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quelles  nous  avons  ramené  à  un  seul  et  même  prin- 
cipe la  détermination  de  toutes  les  inégalités  plané- 
taires. Malheureusement  y  dans  la  question  qui  noiis 
occupe  y  les  observations  sont  bien  ea  arrière  de  la 
théorie.  On  conçoit  en  effet ,  combien  elles  demandent 
de  précision  et  combien^  à  la  distance  où  nous  sommes 
des  corps  célestes  y  il  est  difficile  de  saisir  des  phéno- 
mènes quise  passent  pour  ainsi  dire  à  leursurface  ;  aussi 
ce  n'est  encore  que  par  rapport  à  la  Terre  et  à  la  Lune 
que  roui  est  parvenu  à  rendre  les  observations  assez 
certaines  pour  les  comparer  à  la  théorie.  Nous  exami- 
nerons en  particulier  les  phénomènes  relatifs  aux 
mouvemeus  de  rotation  de  ces  deqx  planètes  ^  et  ils 
serviront  d'application  aux  formules  générales  qui 
seront  développées  dans  le  chapitre  suivant. 


TOMK   II.  M 
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CHAPITRE  PREMIER. 


IntégrtUion  des  équations  différentielles  qui  déter- 
minetit  les  mouvemens  des  corps  célestes  autour  de 
leurs  centres  de  gravité. 

I.  Reprenons  les  trois  équations  (B)  que  nous 
avons  trouvées  n®  5,  livre  II,  pour  déterminer  le 
mouvement  des  corps  célestes  autour  de  leurs  centres 
de  gravité  : 

/     dV  dW\ 

Dans  ces  équations ,  A ,  B ,  C  représentent  les  trois 
momens  d'inertie  principaux  du  corps ,  respective- 
ment relatifs  aux  axes  des  x,  des  jr  et  des  z;  en  sorte 
qu'on  a 

Les  trois  quantités p ,  q,  r déterminent  à  chaque 
instant  la  position  de  Taxe  instantané  de  rotation  par 
rapport  aux  axes  principaux,  et  la  vitesse  de  rotation 
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autour  de  cet  axe  ;  en  sorte  que  si  Ton  ^sigue  par  a , 
€,  y,  les  trois  angles  que  forme  resp^tiyement  Y  axe 
instantané  avec  les  axes  des  a:,  desj*  et  des  2,  on  a 


»//>»+y*+i^  »//>'4^^+^  VF^*¥+^ 

et  \/p^  +  9*  +  /*  exprinie  la  yite3$e  lie  rotation  aui- 
tour  du  même  axe. 

Enfin  y  représente  la  somme  des  masses  des  corps 
agissais  du  système,  divisées  respectivement  par  leur 
distance  à  l'élément  dm  du  corpç  s^ttire^^  et  mul^- 
pliées  par  la  masse  de  cet  élément;  ç'i^st-à-dire  que  si 
l'on  ne  considère  que  Faction  d'un  seul  astre  L ,  qu'on 
nomme  x\y\  z'  les  coordonnées  de  cpt  astre,  et  x^ 
Xf  z  celles  de  l'élément  dm^  rapportées  aux  trois  ai^es 
principaux  qui  se  crpiçQnt  ^u  centre  de  gravité  du 
sphéroïde,  on  aura 


le  signe  intégral  S  se  rapportant  à  Télément  dm  et 
aux  quantités  qui  varient  avec  lui,  et  devant  être 
étendu  à  la  masse  entière  du  covps  attiré. 

Les  tiroir  éqi^pi^  (A)  fS^fSi$e|lt  pour  détenniéçr 
Si  chaque  instant  les  mouvemens  du  corps  m  par  rap- 
port aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  à  son 
centte  de  gr^^vité;  mais  pour  connaître  sa  position 
albsolùe  daps  l'espacé/  il  ^ut  déterminer  etiéore  la 
position  dç  068  axes  mobile^  p^f  rappçxt  Jl  Xxo^  t^x^fi 
(ixes^^  ce  qui  exige  l'intégr^ation  des  trois  nouvelles 


i64  THÉORIE  ANALYTIQUE 

équations  suivantes 

d(p -^ CosB .  d*^  z^  rdt  y  ) 

'd6==:sm  (p  •  gdt  —  cos^  .pdl,  >  (a) 
siu  0  •  ^4  =  <^ûs (p  •  çdt  +  sin^ .  pdt.  ) 

Dans  ces  équations^  0  représente  rinclinaison  du  plan 
des  oçjr  sur  un  pian  fixe,  >[/  est  Fangle  que  forme  i'in- 
tersectîott  de  ces  deux  plans  avec  une  ligne  fixe  menée 
dans  le  second,  et  Ç)  l'angle  compris  entre  cette  inte^ 
section  et  Taxé  des  x.  Ainsi ,  les  angles  0  et  ^  déter- 
minent la  position  du  plan  des  x/,  que,  pour  abréger, 
noua  appellerons  désormais  Téquateur  du  corps,  et 
l'angle  <p  fait  cpntiâltte  la  position  de  Taxe  des  x  dans 
ce  plan. 

a.  On  peut  faire  subir  aux  seconds  membres  des 
équations  (A)  plusieurs  transformations  qu'il  est  bonde 
fconnàltre/parce  qu'ellesnousserontutiles  par*la  s^ite* 

Nous  remarquerons  d'abord  que ,  d'après  la  valeur 
de  V>  on  a 

dv        dv      ,  dv       f  iv 

dV ^     dv_  ,  dv  ^     ,  dy 

t:x'  '  dm  *  3?  *  dxf  ' 

'   r/V     i.î.    :rfV_   >    dy  ,    dV 

^' dy^J''dZ%'^^'d^.~^ 'dy    *:. 

hei  équations  (A)  deviennent  par  conséquent     '  ^ 

:'«r4;;(i.-Ai..i,.*=(y:^-x'.g) 
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Les  trois  quantités ;ei^  q^r  sont  données  eh  fonction 

des  angles  ^  ^  «nI/  ,  6  et  de  leurs  différentielles  au  moyen 
des  équations  {a).  Pour  introduire  les  mêmes  va- 
riables dans  les  seconds  membres  des  équations  pré** 
cédentesy  transformons  les  coordonnées  od  ^  y' ^  ^^ 
qui  se  rapportent  aux  axes  mobiles  des  x^  des  jr  et 
des  z  en  d'autres  coordonnées  x ,  y  ,  z,  relatives  à  des 
axes  fixes;  prenons  pour  plan  fixe  des  x  et  des  t  le 
plan  de  l'écliptique  à  une  époque  déterminée  ^  et 
pour  axe  des  z  une  ligne  perpendiculaire  a  ce  plan. 
On  aura  d'après  les  formules  du  n®  3i ,  livre  l*'> 

J/==:x.(cosS.sin4'fSinf4'COs^^•cos9H-T.(oQ89.oo«4'.8inf-fdQ4»<^*f) 
— -z .  sinS.sin^, 

y  =?^.(cos6.sin4'*cosf-oos4*sinf )-f^T.  (oosS.ços^^tOos^+sin^^sin  ^) 

—  z.  sinâ.cos^i 

%  =  X  •  sîn 9  •  sîn4^  -4"  T  •  si>^ 9  •  oos^f^  "f-«  *  co8 9, 

3i  Von  substitue  dans  l'expression  de  V,  à  la  place 
des  coordonnées  od yY y^i^  leurs  valeurs^  elle  devient 
dra  fonction  des  angles  ^^  4,  6  et  des  variables  x^ 
Y,  z,  j:,^,  s,  et  commç  ces  dernières  sont  indépen^ 
dantes  de  ces  angles^  en  prenant  la  différentiellq  dé 
V  par  rapport  à  ^ ,  %!/,  ô ,  on  aura 

en  désignant  par  d'jr',  df  et  dz'  les  différentielles 
des  coordonnées  od  ^j' y  z'  prises  en  ne  faisant  varier 
que  les  trois  angles  (Py  '^  ^%  6.  Si  dans  cette  équation 
on  remplace  diaf  y  d'y  y  dJ  par  leurs  valeurs  ainsi 
déterminées^  et  qu'ensuite  on  compare  de  p^rt  et 
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d'ailtrev  les  coefficieds  àe  c(fif  de  d^  et  de  d&,  on 
trotiinera 

âV        .       /  ,dV        ,  dV\  ,  /  .  dV        ,rfV\        * 

liV  a  /  ,  rfV         ,<iV\j    .    .  /  ,  dV       ,dV\'' 


i 


d'où  il  est  aisé  de  conclure 
,^       ,rfV_£V 

y  dx'      *  dy'~  d(f' 
,dV        .dV      wn»     /dV   ,  iiV\       dV 

Si  Ton  substitue  ç^  valeurs  dans  les  équations  (B)^ 
elles  devieudrout 

Cf+(B-,A).^  =  ^. 

3.  U  esl  iuutile  d^observér  que  ces  équations  conser- 
veraient la  même  forme ,  quel  que  soit  le  nombre  des 
corps  agissans  du  système ,  et  quand  bien  même  on 
voudrait  avoir  égard  à  la  figut^  de  quelqu'un  de  ces 
0prps^  v!'  6,  livrée  IL  ]bps  oauveaux  astres  que  l'oo 
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considérera  ne  feront  qu'ajouter  à  la  fonction  V  des 
termes  semblables  à  ceux  qu'^  introduits  l'action  de 
l'astre  L,  et  il  suffira  dans  le  second  cas  de  remplacer 
leurs  masses  L  ^  L%  L'%  etc.  ^  par  les  élëmens  infini** 
ment  petits  de  ces  masses.  La  fonction  V  sera  donnée 
alors  par  deux  intégrations  indépendantes  l'une  de 
l'autre  y  la  première  relative  au  sphéroïde  attiré^  la 
seconde  aux  astres  qui  agissent  sur  lui.  En  faisant  su- 
bir aux  coordonnées  des  astres  L'^i  L'^^  etc.,  la  trans- 
formation précédente,  on  introduira  dans  l'expression 
de  Y  les  trois  angles  ^ ,  >[/,  9,  et  en  prenant  les  dif- 
férences partielles  3^f  jTf  2j^latives  à  ces  angles^ 

on  formera  les  seconds  memlMs  des  équations  (C). 
On  doit  donc  regarder  généralement  V  comme  une 
fonction  donnée  des  angles  ^ ,  4/ ,  6,  qui  renferme  eil 
outre  le  temps  à  raison  du  mouvement  des  astres  qui 
agissent  sur  le  sphéroïde  ;  et  l'on  peut  par  conséquent 
supposer  cette  fonction  développée  en  série  de  sinus 
et  de  cosinus  d'angles  multiples  dd  ^;  on  conçoit  ça 
^0et  que  si  l'on  fait 


■■I.     I  f  I  ""'■Tr' 


— .«^»' 


V  (X'  -  xy+  (y-  yy+  (*'  -  ^) 

et  que  l'on  substitue  pour  af  jjr' ,  z'  leurs  valeurs  n**  2, 
on  pourra  développer  V  en  une  série  semblable  ;  en 
multipliant  ensuite  par  dm  chacun  des  termes  de  ce 

développement  et  en   l'intégrant,  on    aura 

VsrsS.V'^mj  et  comme  le  signe  S  ne  se  rapporte 
qu'à  la  molécule  dnij  et  que  les  variables  ^,  4>  ^ 
^nt  les  mêmes  pour  toutes  les  molécules  du  corpisf^ 
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cette  intégratiou  n'altérera  pas  la  forme  de  la  série. 

Nous  donnerons  dans  la  suite  l'expression  du  dé- 
veloppement de  V  ainsi  effectué;  il  suffira  pour  le 
moment  d  en  concevoir  la  possibilité.  On  verra  alors 

que  les  différences  partielles  de  V  sont  de  l'ordre  t^, 

L  étant  la  masse  de  l'astre  attirant  et  /*'  sa  distance 
à  la  molécule  dm  ;  il  est  facile  de  juger  par  là  l'in- 
fluence de  l'action  des  forces  perturbatrices. 

On  petit  observer  encore  que  les  différences  par- 
tielles de  y  sont  de  l'ordre  de  l'aplatissement  du  sphé^ 
roïde  que  Ton  considère.  U  est  évident  en  effet  que  » 
si  le  corps  était  sphéj^ue,  la  fonction  V  se  réduirait  à 
Une  quantité  indép^dante  des  angles  ^^  «vp,  6;  et 
comme  la  figure  des  corps  célestes  est  peu  différente 
de  la  sphère ,  cette  circonstance  contribue  encore  k 
rendre  très  petits  les  seconds  membres  des  équations 
(C).  Il  suit  de  |à  que  l'on  doit  regarder  généralement 
copime  très  petites  les  forces  qui  troublent  le  mou- 
vement  de  rotation  des  corps  célestes. 

4.  Si  l'on  multiplie  les  équatîons(C),  la  première  par 
^;^  la  seconde  par  ^^  la  troisième  par  /*,  qu'on  les 
ajoute  ensuite,  et  que  dans  le  second  membre  des 
équations  résultantes  on  substitue  pour/;,  ç  etr,  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (a),  on  trouvera 

dV  dV  dV 

Apdp  +  ^qdq  +  Crdr=^.4p+  ^.d^+-j^.dS,        (6) 

Le  second  membre  de  cette  équation  serait  une 
différentielle  co^lplète,  si  les  astres  qui  agissent  sur  1^ 
sphéroïde  étaient  filles  ^  niais  comme  ils  ch^pgent  dç 
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position^  la  fonction  Y  contient^  outre  les  variables  (f, 
•4. y  8 y  les  variables  x,  y,  z,  qui  dépendent  du  mou-- 
vement  de  ces  astres  ;  soit  donc 

la  caractéristique  it  se  rapportant  uniquement  aux 
variables  (p,  «>{.,  8,  relatives  aux  déplacemens  des 
trois  axes  principaux  du  sphéroïde.  En  intégrant  le-» 
quation  Çb)  ^  on  aura 

;A/?»+  By*+  (>•==  const.  +  2  .fdiy.     (c) 

Cette  équation  renferme  le  principe  des  forces 
vives  :  nous  avons  fait  voir  en  effet,  n**  33,  livre  1*', 
ique  la  fonction  A/?*+By*+Cr*  exprimait  la  force 
vive  du  sphéroïde  dont  les  trois  momens  d'inertie 

principaux  sont  A ,  B ,  C ,  et  dont  \/p*  -f-  ^*  -f-  ^  est 
la  vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe  instantané. 
Si  Ton  suppose  donc 


f 


réquation  (c)  devient 

T — y .  (ÏY  =  constante. 

En  appliquant  à  cette  équation  l'analyse  du  n*  i3, 
livre  H,  on  en  tirera  trois  équations  analogues  aux 
équations  (c)  du  même  numéro.  En  effet,  /;,  q,  r  étant 
donnés  eafooction  desvariableà  ^,4^8  et  de  leurs 
différentielles  par  les  équations  (a),  on  peut  regarder  T 
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comme  une  fonction  de  ces  variables^  et  si  pour  abré« 
ger  on  fait  ^ = ^' ,  ^  =  4' ,  j=8^  en  différenciant 
on  aura 

jnp  éfT*  âfT*  /^T*  /7T  //T 

Les  équations  (a)  donnent 

j9s=:*4/\sind  .sin^  —  G'.cosç,  j 

r=3^' — 4'.cosÔ,  ^ 

Si  après  avoir  différencié  ces  valeurs^  on  les  substitue 
dans  le  second  membre  de  Téquation  précédente ,  et 
qu'on  compare  ensuite  les  coeffîciens  de  d^\  ^4'^  ^^^*' 
cette  équation  donnera 

dT     .      rfr  rfr  rfr        rfT       jt 

La  valeur  précédente  de  T  donne  d'ailleurs 

^='^'  -«=Bf.  3P=o; 

les  équationsi  (c)  du  n*"  i5,  livre  II,  deviennent 
donc  ainsi 

\ 
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d .  [uni .  (Af>MO»  +  Bycot»)  —  coafl .  Cr] dV 

^:ffi5g^e22îl).[corf.(A/«in^+%co.f)+ï.*n8.Cr3.4'-2.' 

• 

Ces  équations  sont  i4entique8  arec  les  ëquations 
(f)  du  n*  i5^  livre  11^  lorsqu'on  suppose  dans  celles^ 
ci  y=o,  n=y ,  et  qu'on  y  remplace  les  différences 
partielles  de  la  fonction  T  par  leurs  valeurs  ;  on  peut 
par  conséquent  intégrer  ces  équations  par  le  même 
procédé ,  et  comme  elles  ne  sont  qu'une  transfomia-t 
tion  des  équations  différentielles  (C),  il  est  clair  que 
leurs  intégrales  conviendront  également  à  ces  der-^ 
nières  ^  et  réciproquement.  Nous  supposerons  donc , 
conformément  aux  principes  de  la  méthode  générale 
d'intégration  développée  dansie chap. lll  du  livre  11^ 
les  équations  précédentes^  ou^  ce  qui* revient  au 
mème^  les  équations  (C)  intégrées  dans  le  cas  où  leurs 
seconds  membres  sont  nuls ,  et  nous  avons  vu  n^  55 p 
livre  V',  que  cette  intégration  est  toujours  possible; 
nous  ferons  varier  ensuite  les  constantes  introduites 
par  l'intégration ,  de  manière  à  satisfaire  encore  aux 
mêmes  équations  dans  le  cas  où.  l'on  considère  rac-o 
tion  des  forces  perturbatrices» 

Il  est  bon  de  remarquer  ici  que  nous  avons  supposa 
dans  le  chapitre  cité  que  Q,  qui  représente  l'intégrale 
de  la  somme  des  forces  perturbatrices  multipliées  res- 
pectivement par  l'élément  de  leur  direction  ^  est  en 
effet  une  fonction  toujours  intégrable^  mais  cette 
condition ,  qui  n'est  remplie  ni  dans  la  question  di^ 
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mouvement  de  translation^  ni  dans  celle  du  mouve- 
ment de  rotation  des  corps  célestes ,  n'est  nullement 
nécessaire  et  ne  doit  limiter  en  rien  la  généralité  de 
cette  analyse.  Il  suffit  en  effet,  pour  son  exactitude, 
i|ué  les  différences  partielles  de  la  fonction  Q,,  qui  re- 
présentent les  forces  perturbatrices,  soient  une  fonc- 
tion finie  des  variables  ^,  4»  d»  puisque  ces  différences 
partielles  entrent  seules  dans  les  formules  des  vaiia* 
lions  des  constantes  arbitraires. 

5.   Reprenons  les  diverses  intégrales  auxquelles 
nous  sommes  parvenus  dans  le  n^  35  »  du  P**  livre  ^ 
.  «avoir 

Aap  +  Bbq  -{-  Ccr  =  /3, 
Aa'p+  BA'7+  Cc'r=  jS', 

Aa>+  Bi'V+  CcV=  /3'% 
iip^  ^  Bf  4-  Cr»   =  h, 

Ces  sept  équs^tionç  n'équivalent  qu'à  six  intégrales 
distinctes,  et  les  quatre  constantes  j^,  /3',  /3",  A:  sont 
liées  entre  elles  par  ]['équation  de  condition 

Les  1  rois  arbitraires  jS,  j8',  /S"  déterminent  la  posi- 
tion du  plan  principal  de  projection ,  en  sorle  que  si 
l'on  appelle  y  son  inclinaison  sur  un  plan  fixe  queU 
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eonque,  et  «ela  longitude  de  son  nœud  comptée  d'une 
origine  arbitraire ,  on  aura 

tanga  =  J,    tang  >  =  il-^^ .       (/) 

La  constante  h  est  celle  qui  sert  à  compléter  l'in- 
tégrale des  forces  vives  ;  la  constante  /  dépend  de  la 
position  du  corps  a  un  instant  déterminé;  enfin, 
relativement  à  la  constante  g ,  nous  observerons  que 
4/  représente  la  longitude  de  l'équateur  du  corps , 
sur  le  plan  principal  de  projection,  comptée  à  partir 
de  l'intersection  de  ce  dernier  plan  avec  le  plan  fixe, 
n?  35,  livre  I*'.  On  peut  donc,  pour  fixer  les 
idées,  supposer  que  — ^  est  la  valeur  de  cette  longi<- 
tude  à  l'oi^igine  du  mouvement,  puisqu'il  suffit  pour 
cela  de  le  faire  commencer  à  l'instant  où  l'intégrale 
de  la  valeur  de  4/  s'évanouit. 

Les  intégrales  (d)  suffisent  pour  déterminer  à 
chaque  instant  la  position  du  corps  par  rapport  au 
plan  invariable,  en  sorte  que  si  l'on  désigne  par  f^  et 
d/,  relativement  à  ce  plan,  les  angles  que  nous  avons 
nommés  ^  et  6  par  rapport  au  plan  fixe,  on  con- 
naîtra par  les  formules  précédentes  les  valeurs  des 

angles  ^^,  4/>  ®/>  5^  ®*  ^^  ®*  ^'^^  déterminera  celles 
des  trois  angles  ^,  4»  ^p  P^^  ^^^  formules  du  n*  35, 
livre  I*'. 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  veuille  étendre  les 
intégrales  précédentes  aux  équations  (C),  où  l'on 
considère  Taiction  des  forces  perturbatrices.  Les  trpis 
arbitraires  jS,  /3',  j8"  ne  seront  plus  constantes;  le 
plan  principal  de  proj^çtion«que  nous  Avions'ço^idérQ 
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comme  invariable  n*  35,  livre  cité,  cessera  de  Tétre, 
mais  il  conservera  toujours  la  propriété  d'être  à  chaque 
instant  le  plan  par  rapport  auquel  la  somme  des  pro- 
jections des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
élémens^  du  sphéroïde,  multipliées  par  les  masses  de 
,  ces  élémens,  est  un  maximum;  les  quatre  constantes 
^f  f^f  ^9  ëf  deviendront  également  variables,  et  l'on 
déterminera  les  variations  de  ces  différentes  quantité 
par  la  formule  générale  (D) ,  n""  i8 ,  livre  IL 

Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'exprimerpréalablement 
ces  constantes  en  fonction  des  variables  iudépen- 
dantes  du  'problème  et  des  quantités  s ,  u,  v,  qui 
sont,  comme  on  sait,  des  fonctions  de  ces  variables  et 
de  leurs  différences  premières.  Dans  la  question  qui 
nous  occupe,  comme  dans  celle  du  mouvement  de 
translation,  les  variables  indépendantes  sont  au 
nombre  de  trois  :  nous  avons  pris  les  trois  angles  f), 
•4/,  ô,  pour  ces  variables  ;  nous  avons  désigné  pour 
abréger  par  (p%  %|/',  6'  les  différentielles  (p,  4,  9, 
divisées  par  dt,  et  par  T  )a  nlôitié  de  la  force  viv^ 
du  sphéroïde  ;  on  aura  par  conséquent^  n""  1 5^  litre  II, 


^T  rfT  (TI 


Nous  avons  trouvé  n®  4  P^^^*  T^xpression  de  T ,  ' 

on  aura  donc  en  vertu  des  valeurs  de  ^,,  -Tj/^  ^^ 
données  dans  le>méme  numéro^ ... 
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u  âtt  {Ap.àatp  ^  B^.cos^).  sin  0— O.cos^ , 
ovL  Ton  tire 

Crs=:s. 

dans  les  expressions  des  constantes  ^,  fi\  jS^,  on 
tbstitue  ces  yaleurs,  et  qu'on^  remplace  en  même 
mps  les  quantités  a,  b,  c,  a' ,  V y  c',  €i\  ô'%  c^% 
ir  leurs  valeurs  données  n'  28,  liv.  I**,  on  trouvera 

^  ^(^^•iicosfl).^-.pcos4, 

/3'  =  (.  +  ucosG) . ^  +  ^sin4,     5^  (^) 

n  mettant  pour  j3,  jS',  jS*,  leurs  valeurs  dans  les 
^nations  {f\  on  exprimera  les  constantes  et  et  y  en 
mction  des  mêmes  variables.  On  pourrait  exprimer 
e  même  les  constantes  A  et  A:  en  fonction  des  six 
ariables  9^  ^|/^  0^  ^*»  ^%^9  rsi^X^  il  sera  plus  simple 
e  les  regarder  comme  déterminées  par  les  équa- 
ons  {d)  et  (e) ,  en  y  considérant  les  quantités  p , 
^  r,  /3  y  jSS  jâ"  comme  des  fonctions  données  de  ces 
ariablçs.  Enfin ,  on  substituera  sous  le  signe  intégral 
à  la  place  de  G*  dans  les  deux  dernières  équations  (ii), 
t  en  supposant  les  intégrations  effectuées ,  on 
ourra  regarder  les  six  constantes  h,  h^tt^y^lf  g. 
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comme  exprimées  en  fonction  des  six  variables  ^ ,  4> 
B,  s,  u,  (^.  Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  substituer   i 
leurs  différentielles  partielles  prises  par  rapport  k  ces 
quantités  dans  la  formule  générale 

,  da  db     da  db      da    dh     du   db      du  db    da  db 

^^'^^~78^di'li''d8'^Tudî^'d^'Tu'^d^'irTi'T^^ 

pour  avoir  les  valeurs  des  quinze  symboles  (À-,  a), 
(Ar,  y),  etc. 

6.  Four  suivre  ici  la  même  marche  que  dans  la  re- 
cïierche  des  variations  des  élémens  elliptiques  ^  corn* 
mençons  par  déterminer  les  valeurs  des  quantités 
(A:,a),(A:,>),  (a,>),  (h,k),  (k.ct),  (h, y),  où  n'entrent 
point  les  lettres  /  et  g*;  et  afin  de  simplifier  ce  calcul 
formons  d'abord  les  trois  combins^ispns  (jS,^'),  (,ô,jS*), 
(j8',  /3')}  on  trouvera  sans  peine 

(^,i8')  =  -/3",  (0,/3')  =  /3',  (/3',  /S")  =  -/3. 

Si  l'on  regarde  a  et  j^  comme  des  fonctions  de  ô,  /3', 
^',  données  par  les  équations 


tanga=:^,    tang>= -^ , 


on  aura 


(*,«)  =  (^,/3).g  +  (/:,^').|. 


(*,^)  =  (k,  /3).  %  +  (A,  /S').  J  +  (k,n^, . 

D'ailleurs  k  étant  une  fonction  de  fi,  fi' ,  fi",  donnée 
par  l'équation  A:*=/S*+  /8'»-|-  fi'%  on  a 
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(*',^)=(^,/S).^-K^">/3).^»(^',/3).fK/8",/3).j' 

et  par  conséquent  (A:,  ^)=o;  on  aurait  de  même 
(Je,  /3')  =  o,  (A,  jS')  =  o ,  d'où  l'on  condora 

(*,a)  =  o,     (k;y)s=o. 

La  valeur  précédente  de  tang  y  donne 

a' 

en  observant  donc  qne  (a,  k)  est  nul  par  ce  qui  pré- 
cède^ on  aura  simplement 

Or, 

(ct,/3")=(/3',^").|-K^',^'0.f=c<«-*.(^')=ij 
donc. 

Si  Ton  combinera  constante  h  avec  les  trois  cons« 
tantes  /3,  j8',  /S*,  on  trouvera 

(;i,^)  =  o,    (A,/3')=o,    (A,^0  =  o. 

En  effet,  la  constante  /S'',  par  exemple,  ne  contenant 
que  la  variable  w,  la  formule  (C)  n*  i8,  livre  II, 
donnera 

Tome  IL  12 


^7»  iniOIlIK  A]!(MLI;YTI0TJE 

Oi^,  la  constmtô  h  est  fonction  de  /?  ^  ^ ,  r,  et  les  va- 
lei^tis  (ôi)  def,  ces  qiiatitîtés  ne  conUentient  pas  la 

yariable  4*1  oa.  a,  cjopç  -j^  5=  o^  ot  par  cpnsécjueiit 

(h,  l3i)z=zQ^  Oa^  peut'  (^n  conc)i»e  pav  auàiogie  que 
(A,  j8')  et  (A,  /3')  sont  nuls  pareillement  ;  il  est  facile 
d'ailleurs  de  lé  Vérifier  en  calculant  directement  leurs 
valeurs. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  regarde  k,  a,  y  comme 
fonctions  de  j8^  j3',  /S'^  cm  aucra 

(A,.A;)  =  o^    (A,  a}  =  o,     (A,»=o-       . 

Formons  maintenant  les  quatre  combinaisons  (/,A), 
(/,  A),  (Z,  *),  (/,>)  qui  renferment  la  constante  /  sans 
contenir  la  constante  g* 

La  sixième  des  intégrales  (d) ,  en  mettant  5  à  la 
place  de  Gr  sous  le  signe  intégral ,  devient 


I 


•+^/i 


V/AB.Cc/s  ^  ^^^ 


V/  [Ci&*-BCA+(R-C).«*] .  [-C/t*+ACA+(C-A).«*] 

Si  l'on  suppose  l'intégration  effectuée ,  cette  équation 
donne 

/  =  —  ^  -Hfonct»  {h,  ky  s). 

On  aura  ainsi  ^j;  =  x  >  ^^  P^^^^  avoir  les  différences 

partielles  tt>  ^,iIsuffiratdedifférencîersous  le  signe 

intégral   le   second  membre  de  l'équation  ^d)  par 
rapport  aux  constantes  hetk. 

La  valeur  de  /  ne  contenant  que  la  variable  s,  en 
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a  combinant  avec  une  constante  quelconque  b,  et 
m  faisant  d'abord  abstraction  des  constantes  h  et  k 
lu'elle  renferme,  on  aura 

Pour  avoir  égard  aux  constantes  A  et  A* ,  il  faudrait 
ajouter  au  second  membre  les  deux  termes 

Mais  on  peut  s'en  dispenser,  parce  que  b  deyantTC- 
présenter  Fune  des  quatre  constantes  h,  k,  e^,  y^  tes 
deux  termes  sont  toujours  nuls. 

Substituons  d'abord  la  constante  h  k  la  place  de 
5  ;  on  a 

Or,  les  valeurs  de  Ap,  Bç,  Cr  donnent 
on  aura  par  consëqueni 

en  vertu  de  la  troisième  des  équations  (A). 
On  aVira  donc,  en  observant  que  ^  ^  =  ^ , 

12.  . 
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et  par  conséquent 

Les  trois  constantes  l^f  fi',  jS*  ne  renfermant  pas  la 
variable  ^  ^  il  s'ensuit  que  si  la  lettre  b  représente 
une  fonction  quelconque  de  ces  arbitraires^  (l,  b)  sera 
nul;  on  aura  donc  ainsi 

(/,  A:)=o,  {l,(t)  =  o,  (/,  >)  =  o. 

Passons  enfin  au  calcul  des  cinq  combinaisons  (g ,  h), 

(gf  ^)f  (gf  ^)f  igf  y)f  (jSf  0  q^i  renferme  la  cons- 
tante g. 

La  dernière  des  équations  {d),  en  substituant  s  à 
la  place  de  Cr,  devient 

ifr.  («•  —  (:;*).  \/7^.ds 


'^'"'"*  J  (A*^*; 


')  V  [Cir*-BCA+(B-C)^«][-Gt*+ACA+(C-AK] 

Si  Ton  suppose  l'intégration  effectuée ,  cette  équation 
donnera  g  en  fonction  à,Q'\^f  s^  h,  k^Qn  sorte  qu'on 
aura 

g  =  — 4/^+fonct.  (A,  kf  s). 
En  la  différenciant  ^  on  a  d'ailleurs 

On  obtiendrait  les  différences  partielles  de  g",  par 
rapport  kheik  k,  en  différenciant  sous  le  signe  inté- 
gral par  rapport  à  ces  constantes. 

Cela  posé ,  on  aura  relativemeAt  à  une  constante 
quelconque  b^ 
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Nous  omettons  le  terme  (k,  b) .  ^^  parce  que  b  devant 

représenter  Fune  des  quatre  constatâtes  tf,  y^hp  l,  ce 
terme  est  toujours  nul» 

Pour  former  la  quantité  (4/^  ^  b),  il  est  nécessaire  de 
connaître  la  valeur  de  4i  ^^  fonction  des  variables 
9>  4^  ^'  ^y  ^p  ^•^^  nous  avons  trouvé  n*  55,liv.  II| 

cosOscosT'^cosG^— 'sin^  «sinO^.  cos^^ 
sin(%[/ — a)  .sinG  =sin 4^.5^1 0^. 

On  a  d'ailleurs  ,  n*  35 ,  livre  II , 

A  .cosj^zr:  j8"=  — w,     et    A:.cos6^=Cr=^; 

les  deux  équations  précédentes  donneront  donc 

.                   k^ .  cos •  +  iM       ..  ^  :■■!.    \ i^ààlA — «) . «m#-* 
cos4'.  = 7-= J f    ginif^.=  - / 1 . 


Si  Ton  différencié  la  valeur  de.  cos  4/^ ,  par  rapport 
aux  variables  SpUy^  qu'eUe  renferme^  et  qu'on  subs«: 
titue  dans  le  résultat  pour  sin  4^  ^  sa  valeur,  on  trou- 
vera v>     .      . 

as    *"*  (it*  —  «•)  .  sin  y .  sin  ^  .  sin  (4*  —  *)  ' 
^4^,  .  «-f  Moosi 


</•  *""       sin  ^.  sin  (4^ — «)  ' 


V  '    * 


I   4  '.        f  • 
•     «    - 


par  conséquent 
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"         (*'-*»*3.«in>'jin».sin(4-4  )  V^"^A'.sIri5  .sin9.sin(4-«)"3 


,  .  db 


Substituons  ,  maiottenant  satcessrriémeiil:  dans  {g^  b) 
^^  (4/>  ^)  ^  1^  place  de  la  lettre  b ,  les  quatre  cons- 

Qn  trouve  aosémedt 


f  ■  ■  t 


par  conséquent 

Lf^  équations^)  donnent      ,  -;- 

M  4-  5    COS  ô  .  _ 

: — T ==  Ap.sin^  +Bûr.COS^, 

Slllu  .  ^        ?   •*  ^  '        i 

L'expression  de  (4/,  A) ,  au  moyen  de  ces  valeur^  et 
en  observant  que  k^'-r-s\zszÈi^p  +B'^*,  se  réduit  à 


Si  rori  substitue  cçtte  val^îur .  dans  .JLexpi^^îon 
(gf  h) ,  on  aura 

{g,  h)=:0.  •  i   ^  ^-' 
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Si  l'on  combiae  la  constante  g  avec  chacune  des 
trois  constantes  fi,  fi\  fi"^  )rt«{a'on  observe  qu'en 
vertu  des  équations  (h) ,  on  a 


'4^rr^.^^!^à.'i^.-^^^.  ': 


►    \    t    / 


.1  '■ 


on  trouvera  sans,  peine 


•  *  «   ■•   ».  I 


a  i^onstanjtp  A:  ^nt  regardée  comme  une  fonctioja  de 
p ,  p,  pr  aonnée  par  Tequa^dn 

on  a  .  '■^;.  . ,-.  ■     ^    :    '  \-   . .    -..     .  ç^;,)      ^  T  . ...  ;     ',\  ,-^^ 

f  * 

■;    ■'■'■    ■•■'.-'    '■■■    (^■%)zs!:i.         -.1  '■■■■•■■■   •      •   •'-•^ 

La  consli^iite  y  eta^nt don»^, mr .] équation  ,  ,   j  ; ,  :. 


on  aura 


par  conséquent 


k  sin  y 

Enfin I   Ift  coûtante  )et pétant  déternûoée  par  l'équ^ 


a»--  ""*-   - 
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.....  *  .     .  . 


on  aura 


(+.>*M4/v^-agWi,^^  , 


c'esl-à-dîre 


Ces  valeurs  substituées  dans  la  formule  (A:)  donne- 
roni,  en  remarquant  que  lés  éonstanfes.  j^f^f  /S' iue 
contiennent  pas  la  variable  ^, 


-   \'-\''      -î- 


(8-,*)  =  — I,     (g,y)=z^.^^^    fe,a)  =  o. 


.*  •>       -^  .     ^Al• 


À^io  y' 


U  ne  nous  reste  plus  à  former  que  la  combinaison 
(g,  l);  mais  au  lieu  de  substituer  la  constante  /  à  la 
lettre  b,  dans  la  formule  (^)^  il  est  plus  simple  de 
considérer  cette  constante  comme  fonction  des  va- 
riables s,  t  et  des  constantes  h,  ^;  onauraâiri^^ 

valeur  qui,  eç  observant  que  {g,h)z=so,  (g,  i)=— i, 
{g^s)z=  — ^^,  se  réduit  à 

D'dIlleiirsg'=foiict.  (s,  4^,  ^^  A*),  etcôtnnie  s,  4^,  k 
ne  contiennent  pas  la  variable  ^  ^  on  a 


dh 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i85 

dg        dg     dh 
^         dh*  d^^ 

par  conséquent , 

#      jK  ^^^       dh   dl    dg   ,    rf/  _^       ûÇç^        rf/ 

«»»'-"•■'«  <p«f-i= ('.*)=— 

Pour  avoir  les  différences  partielles  ^f  "Jif^^  f^^t 

'  différencier ,  sous  le  signe  intégral ,  par  rapport  à  h 
et  k  k,  les  valeurs  de  ces  deux  constantes 3  on  aura 
ainsi 

r  kdâ        r        kk.{s^—Ch).dt 

J  i^^s^'^^J  (ife»-/»).[CA*-ACA+(A-C).«»] 
valeur  qui  peut  se  mettras  sous  cette  forme 

dg ,    r  Ck.dt  .        ,   r  Ck.di       

rfÂ"~     VCifr--ACA+(A-C).«*     VCit'-BCA-H(B-C).«»' 

En  différenciant  de  la  même  manière ,  par  rapport  à 
k ,  la  valeur  de  /,  on  trouve 

dk~      J  Ot'— ACA-H(A— C) .  «»     J  Gt»— BC7*+  (B— C).«*^* 

Ces  valeurs^  substituées  dans  l'expression  de  (g,  l) , 
donnent 

7.. En  réunissant  les  .valeurs  des  quinze  quantités 
que  nous  venons  de  calculer^  on  trouve 
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Toutes  les  autres  sont  nulles ,  en  sorte  qu'on  a 

{h,k)=io,  J!Ji,y)^Of  (h,itys=so,  (A,^)s=o, 
(l,k)  =  o,  (l,y)=zo,  (/,  a)  =  o,  (/,  g)z=:o, 
{k,y)ssa,  {k,tt):=o,  (g,a)s=p. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  il  est  aisé  de  conclure,  en 
vcfrtu  de  la  £ormrÀe  générale  (D) ,  ti''  i8,  livre  II, 


J7  ^    1 


di 
dh 


»  I,  - 1 


dg         ^ 
,  dV  ^-      cory      ^1,  /(^) 

°  db  rsiny     dy 

it  sm  y     dy  ' 

^  k^xuy      dg         .'    i^my  ;âMC.  ■ 

''  €es  équations  ser?irônl  à  ^âétienniner  lès  vilVIàiâo^ 
que  produit  sur  les  six  constasiteft  arbiti^ims  qtli  •çn^ 
trent  dans  Içs  équations  du  mouvement  de  rotation , 
Taètion  des.  forces  perturbatrices.  /.     ,^     '  ' 

8.  Ce  qu'on  observe  d'abord  en  considérant  les  for»- 
mùleis  précédentes,'  c'est  la  singulière  analogie, qu'elles 
ont  avec  celles  qui  détermino^nt  les  variations  des 
élémens  elliptiques  des  orbites  planétaires.  On  voit 
eti  'èCfei:  qae  '•  pôiïr  les  rendre  identiques.'  av^c  \les 
formules  (o)  du  ni*  4?  ,   livre  II,   il  suffît  de 
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changer  dans  ces  dernières,  -  en  —  h,^eny,  et  de 

prendre^  au  lieu  de  l'angle  a,  son  supplément.  Ce 
résultat  remarquable  tient  à  ce  que  les  constantes 
dont  nous  avons  fait  choix  ont  une  signification 
semblable  dans  les  deux  problèmes.   Ainsi ,  dans  le 

mouvement  de  traitelation  -—  -,  et  dans  le  mouve- 

ment  de  rotation  h,  sont  les  constantes  qui  équivalent 
à  la  force  vive  du  système.  Dans  ce  dernier  cas,  y  est 
l'inclinaison  du  plan  principal  de  projection  sur  un 
plan  fixe,  et  la  longitude  de  son  nœud  comptée  sur 
ce  plan  à  partir  d'une  ligne  fixe;  de  même  dans  le 
mouvement  de  translation  ^  est  l'inclinaison  sur  un 
plan  fixe  du  plan  de  la  trajectoire ,  qui  est  évidem- 
ment le  plan  principal  de  projection,  et  cl  la  longi- 
tude de  son  noeud  comptée  sur  ce  plan ,  seulement 
cet  angle  n'est  pas  compté,  dans  lé  même  sens  dans 
les  deux  cas ,  d'où  résulte  la  dififérence  de  signe  qu'on 
remarque  dans  les  forniules .  qui  dépendent  de  la 
variation  de  cet  angle;  /  est  la  constante  ajoutée  au 
temps  t^  et  provient  de  ce  que  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  ne  renferment,  dans  les  deux 
questions ,  que  l'iélément  de  cette  tariable;  /trepré^ 
sente  l'aire  décrite  penjdant  l'unité  de  temps,  sur  le 
plan  principal  de  projection  par  leraybn  vecteur  de 
chacun  des  élémens  du  corps  en  mouvement,  multi-^ 
plijBe  par  la  masse  de  cet  élément.  Enfin ,  la  constante 
g  rejôresei^te  des  quantités  analogues  dans  les  deux  cas. 
,Àinsi  donc  les  expressions  des  variations  des  cons- 
tantes  arbitraires  sont  identiquement  les  mêmes  dans 


\ 
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le  mouvement  de  translation  et  dans  le  mouvement 
de  rotation^  et  les  perturbations  qu éprouvent  les 
corps  célestes  dans  leurs  mouvemens^  soit  autour  du 
Soleil ,  soit  autour  de  leur  centre  de  gravité,  se  trou- 
vent ainsi  exprimées  par  les  mêmes  formules ,  cpmme 
elles  dérivent  de  la  même  cause.  Cet  important  ré- 
sultat n'est  pas  sans  doute  ce  qu'offre  de  moins  re- 
marquable la  belle  méthode  que  nous  avons  employée 
pour  déterminer  toutes  les  inégalités  des  planètes. 
Cette  méthode,  qui  réunit  dans  une  même  analyse  les 
deux  principaux  problèmes  du  système  du  monde, 
a  de  plus  l'avantage  de  présenter  sous  un  même  point 
de  vue  les  différens  effets  que  produisent  dans  les 
mouvemens  de  ces  corps  leurs  attractions  mutuelles. 
On  voit  que  ces  effets,  qui,  au  premier  aspect,  parais- 
sent  avoir  si  peu  d'analogie  entre  eux ,  se  bornent  à 
faire  varier  par  degrés  insensibles  les  arbitraires  du 
mouvement;  de  sorte  qu'en  introduisant  ces  arbi- 
traires ainsi  corrigées  dans  les  formules  du  mouvement 
qui  aurait  lieu,  abstraction  faite  des  forces  perturba- 
trices, on  aura  celles  qui  conviennent  au  mouvement 
troublé,  et  l'on  pourra  déterminer  ainsi,  de  la  ma- 
nière la  plus  simple,  la  valeur  des  variables  qui  doi- 
vent fixer  à  chaque  instant  la  situation  dû  corps  que 
Ton  considère.  Nous  ne  craignons  pas  de  l'aiBrmer,  cet 
ingénieux  procédé  d  analyse ,  par  sa  généralité  et  par 
la  clarté  nouvelle  qu'il  répand  sur  toutes  les  parties 
de  la  mécanique  céleste,  est  la  plus  belle  conception 
dont  se  soit  enrichie  la  théorie  du  système  dXi  monde, 
depuis  les  immortelles  découvertes  de  Newton."  "Ce 
grand  géomètre  nous  avait  montré  quelles  soiit.  les 
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forces  principales  qui  donnent  le  mouvement  aux  difTé- 
rens  corps  du  système  solaire  ;  Lagrange  nous  a  appris 
a  calculer  l'effet  plus  compliqué  des  forces  perturba- 
trices^ et  peut  être  il  a  posé  la  limite  où  devait  s'arrê- 
ter l'esprit  humain  dans  ces  sublimes  recherches. 

g.  On  peut  donner  aux  formules  (P)  différentes 
formes  en  substituant  aux  constantes  h,  I,  k,  g ,  a, 
y,àe  nouvelles  arbitraires^  et  en  exprimant  leurs 
différentielles  au  moyen  des  différences  partielles  de 
la  fonction  Y^  prises  par  rapport  à  ces  mêmes  quanti- 
tés. Remarquons  d'abord  que  g  désigne  dans  ces 
formules^  l'angle  compris  à  l'origine  du  mouvement 
entre  les  intersections  du  plan  principal  de  projection 
avec  le  plan  fixe  et  avec  le  plan  qui  contient  les  deux 
premiers  axes  principaux  du  corps;  dg  est  donc  l'ac- 
croissement de  cet  angle  pendant  l'instant  dt;  mais 
l'intersection  du  plan  principal  de  projection  avec  le 
plan  fixe  est  mobile ,  et  cos  y.dx  exprime  son  mou- 
vement pendant  Tinstant  dt  projeté  sur  le  premier 
de  ces  plans.  En  désignant  donc  par  œ  la  longitude 
de  l'intersection  de  Téquateur  du  corps  avec  le  plan 
principal  de  projection,  cette  longitude  étant  comptée 
sur  ce  dernier  plan  à  partir  d'une  ligne  fixe,  on  aura 

rfûi  =  ^  —  cos  y  .  dcL. 

En  considérant  d'ailleurs  Y  comme  fonction  des  ar- 
bitraires œ  et  CL,  on  trouve 

dV  _dV     dV  _  /rfV\  dV 

d^^H^'    dx-^KdmJ^^^^y^di' 

Les  trois  dernières  formules  (P)  deviendront ,  ainsi 
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da=:-^.^,    )(Q) 

,    dt        dV 

^ "^        itsin y  '  dm* 

En  joignant  ces  expressions  aux  trois  premières  équa- 
tions (P),  lés  variations  de  toutes  les  arbitraires  se 
trouveront  exprimées  par  des  formules  qui  ne  con- 
tiennent qu^un  seul  terme ,  ce  qui  contribue  à  les 
simplifier.  Si  le  corps  tournait  rigoureusement  autour 
de  son  troisième  axe  principal,  le  plan  principal  de 
projection  coïnciderait  avec  son  équateurj  les  deux 
dernières  formules  précédentes  suffiraient  donc  pour 
déterminer  dans  ce  cas  les  mouvemens  de  ce  plan. 
C'est  ce  qui  a  lieu ,  comme  on  le  verra ,  relativement 
à  la  Terre. 

Enfin  ^  si  Ton  suppose 

p  z=:  tang  y  .  sin»,     qz=z  tang  .  cos  a, 

on  trouvera 

d\_      dV  dV 

dcc—^'lTp'^P*    dq' 


et  par  suite 


cTV         ûwêt     dS    ,     cos«     rfV 
dy        cos*^  *   dp         cos*^' *   dq^ 

dt        dV 


dp^^j-^ 


.cos^y  *  dq  * 
,    dt        dW 


ifc.cos^y*  dp  ' 

formules  qu'il  est  avantageux  de  substituer  aux  deux 
dernières  équations  (Q) ,  lorsque  y  est  un  très  petit 
angle. 
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10.  Il  nous  suffira  maintenant  de  développer  cha* 
cuue  de&  formules  (P) ,  pour  en  voir  résulter  tous  les 
phénomènes  que  cause^  dans  le  mouvement  de  rotation 
des  planètes ,  Taction  des  forces  perturbatrices  ;  mais 
comme  la.  situation  initiale  du  corps ,  sa  figure  et  ses 
dimensions  ont  sur  ce  mouvement  la  plus  grande 
influence ,  il  serait  inutile  d'examiner  d'une  manière 
générale  ces  formules ,  comme  nous  l'avons  £stit  dans 
le  piroblème  de  la  translation  des  corps  célestes ,  et 
nous    déterminerons  séparément  les  inégalités    du 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre  et  de  la  Lune^ 
qui   sont  les  seules  planètes  pour  lesquelles  l'état 
de  l'Astronomie   ait   permis  jusqu'ici  de  comparer 
sur  ce  point  la  théorie  à  lobservation.  Cependant, 
parmi  les  arbitraires  du  mouvement  de  rotation ,  il 
en  est  «ne  dont  la  variation  donne  lieu  à  des  remar- 
ques importantes  ;  c'est  celle  qui  entre  dans  l'équa- 
tion des  forces  :  vives  nous  allons  par  cette  raison 
la  considérer  ici  en  particulier. 

La  première  des  formules  (P)  donne ,  pour  déter- 
miner la  variation  de  la  constante  h ,  l'équation 

dh=:2.'-7j  .  dt. 

On  peut  faire  prendre  à  cette  expression  une  autre 
forme.  En  effet,  /  étant  la  constante  ^ui  est  jointe  au 
temps  t  dans  les  expressions  finies  des  variables  (p,  '^, 
8,  il  est  clair  que  si  l'on  regarde  Y  comme  une 
fonction  donnée  de  ces  variables ,  on  aura 


dV 

dV 

dV 

</(p 

,J^ 

d4'. 

dV  dB 

M' 

"dt" 

d^ 

•dt 

+  «*}'• 

'  dt"^ 

di  'dt' 
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par  conséquent 

^^  =  >^(%  •  ^?^ + ^  •  ^4^  +  S--^) 

ou  bien  simplement 

en  désignant  par  la  caractéristique  d',  la  difierentielle 
de  V  prise  en  y  faisant  varier  le  temps  t  intro« 
duit  par  la  substitution  des  valeurs  des  coordonnées 
^^4^  ^  ^^  corps  dont  on  considère  la  rotation^  et 
en  regardant  comme  constant  celui  que  cette  fonc- 
tion peut  contenir  à  rajson  du  mouvement  des  astres 
attirans. 

On  doit  observer  d'abord  que  cette  formule  peut 
s'obtenir  directement  et  indépendamment  de  celles 
qui  déterminent  les  variations  des  autres  constantes; 
elle  résulte  immédiatement^  en  effets  de  la  qua- 
trième des  équations  (d),  différenciée  par  rapport  aux 
variables  et  aux  constantes  qu'elle  renferme^  pour 
avoir  égard  aux  forces  perturbatrices,  en  observant 
qu'on  a ,  n°  4  > 

Apdp  +  Bqdq  +  Crdr  =  d^Y. 

La  même  renaarque  s'applique  au  mouvement  de 
translation ,  et  en  général  au  mouvement  d*un  sys- 
tème de  corps,  quelle  que  soit  leur  liaison  entre  eux, 
puisque  l'équation  des  forces  vives  a  lieu  dans  toute 
espèce  de  système  qui  n'est  sollicité  que  par  l'action 
mutuelle  de  ses  différentes  parties  et  par  des  forces  di- 
rigées vers  des  centres  fixes.  Nous  allons  maintenant 
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démontrer  une  propriété  importante  qui  résulte  de 
la  formule  (k),  et  qui  consiste  en  ce^que  la  constante 
h ,  devenue  variable  par  l'action  des  forces  perturba- 
trices ,  ne  peut  contenir  4é  temps  t  que  sous  la  forme 
périodique,  lorsque  la  fonction  perturbatrice  V  ne  le 
contient  ^e  soûs  cette 'formel 

En  eflfet ,  loi*squ'on  n'a  égard  qu'à  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices,  ce  qui  permet  de 
regarder  comme  constantes  les  arbitraires  qui  entrent 
dans  V,  si  cette  fonction  ne  contient  le  temps  que 
sous  les  signes  sinus  ou  cosinus,  H  est  clair  qàe 
la  différenciation  relative  à  t  fera  disparaître  tous  les 
termes  indépendans  du  temps,  ou  qui  le  contiéii-^ 
draient  simplement  k  raison  du  mouvement  des  astres 
attirans;  et  par  conséquent,  l'intégration  ne  pourra 
donner,  dans  la  valeur  de  J^,  aucuti  terme  non  pé- 
riodique ou  de  la  forme  Ht  qui  croisse  avec  le 
temps  /•  . 

Il  existe  cependant  une  circonstâtice  où  ce  resul-» 
tat  cesserait  d'avoir  lieu  et  qu'il  est  important  d'exa- 
miner, parce  que  le  système  planétaire  en  offre  un 
exemple.  Pour  cela ,  supposons  la  fonction  V  déve- 
loppée en  série  dont  les  différens  termes  soient  de 
cette  forme 


n.''''  {int-^iWt+K); 


H  et  K  étant  des  fonctions  des  arbitraires  A,  k ,  etc.  • 
Tangle  nt  étant  le  moyen  mouvement  de  rotation  du 
sphéroïde  autour  de  son.  centre  de  gravité  et  l'angle 
n^t  le  xi^oyen  mouvement  àe  l'astre  attir&nt,  i  et  i'  des 
Tome  II.  i5 
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nombres  entiers:  quelconques.  Il  est  aisé  de  voir  que 
ce  terme  produica^.dans-  dhy  le  suivant 


cos 


2YL  .in,.  '.    (ittt  ?-•  i!«Y.«J^K); 


sm 


et  en  Tintégrant ,  il  enjrésultera  un  terme,  ^riodique 
.dans  h,  k  moins  que  l'on. n'ait  z«£—  i'n7=o,  ce 
qui  exige  que  les  çoéffîciens  tï  et  n'  soient  commen- 
surables  entre  eux*  Or  ^  ce  cas  particulier  a  lieu  dans 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune,  altéré  par 
l'action  de  la  Terre.  Le  moyen  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Lune  est  exactement  égal  à  son  miojen 
mouvement  de  révolution  autour  de  la  Terre,; et  ce 
rapport'  singi;ilier|)roduit,  conîme  on  le  verra!,  le 
phénomène  de  sa  libration. 

«II.  Démontrons  que  le  résultat  précédent  subôste 
encore  dans  la  setonde  approximation ,  où  l'on  tient 
compte  des  termes  dépendans  du  carré  des  forces  per- 
tprbatrices.  En  effet,  pour  avoir  égard  à  ces  termes, 
il  faut  à  la  place  des  constantes  h,  k,  l,  g^  y,  et^ 
substituer  ces  arbitraires  augmentées  de  leurs  varia- 
tions déterminées  par  l'intégration  des  formules  (P)  ; 
on  aura  ainsi 

et ,  en  ne  considérant  que  les  termes  de  l'ordre  du 
carré  des  force^.perturbatrices , 

•'    dhz=2^.d.Sy. 
Substituons  dans  l'expression  précédente  de  ^Y,  pour 
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^h,  S'if  ^k,  etc.,  leurs  valeurs ,  on  aura 

,  dv  rdv  j,     dv  rdv   . 

•    ksiny    \ayj     dg       "       dgj    dy       / 

Pour  avoir  la  diflférentîelle  d'.JY,  il  faut  différeo.^ 
eîer  cette  expression  par  rapport  au  temps  t  contenu 

dans  les  valeurs  de  f  +  ^^f  4^4-^4^  Ô  +  J^fl# 
c'est-à-dire  qu'il  faut ,  i®.  différencier  totalement,l(Ç8 
quantités  renfermées  sous  les  signes  intégrales^  ce  qui 
revient  à  effiicer  les  signes  y^  et  alors  cette  expression 
se  réduite  zéro  ;  2^.  différencier  seulement  par  rapport 
au  témj^  t  contenu  dans  les  valeurs  des  variables 
(Pf  •>}/ ,  6  /  les  quantités  hors  du  signe  /.  L'expression 

de  cTV  est  composée  de  termes  de  la  forme 

». 

r. 

A  et  B  pkMvànt,^  par  l'hypothèse,  se  développer  êù 

m 

une  suite  de  termes  dte  la  fotmt  H      *  (it  ^ft  +  K) , 

dans  lesquels  H  ^  ^,  K.  $OQt  de3  fonctions  des  consv 
tantes  h,  k,  l,  ^fc* ^.. et y^. des  angles  qui  proviën^i*» 
nent  des. mo^Liven^^iiS  fies  astres  attirans.  Soit  donc 
H .  cos  (J't  +  mt  +  K)  un  terme  quelconque  de  A,  et 
soit  H'cos(y*^  +  nté  -{r  K^  le  t^rme  correspondant  de 
B  qui  a  le  même  arguaient  ^  il  faudra  que  l'on  com^ 
bine  ensemble  ces  deux  termes  pour  avoir  dans 
d! .{k:JMi'^Ji.fkdl)  &À  Quantités ilcto  i*nodiques. 

i3.. 
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Or ,  on  trouve  ainsi 

i 

— ?^  X  Zsin(ft+mt+K) .  smi  fl+mt+Kj 
—  sin(/^+ire^+K').siii(/^+OTf+K)l, 

quantité  qui  se  réduit  à  zéro. 

Il  suit  de  là  ^  par  conséquent  y  que  si  rexpressioii 
de  V  est  périodique ,  la  valeur  de  cT A  ne  contiendra 
que  des  termes  semblables^  du  moins  tant  qu'on 
n'aura  égard,  dans  les  approximations,  qu'aux  pre- 
mières et  secondes  puissances  des  forces  pertur- 
batrices. 

On  voit  que  le  résultat  auquel  nous  sommes  par- 
venus dans  le  chapitre  VIII,  livre  H,  sur  l'invariabilité 
des  grands  axes  des  orbites  planétaires,  n'était  qu'un 
cas  particulier  <f une  propriété  générale  dont  Jouit  la 
variation  de  la  constante  arbitraire  qui  entre  dans  Te- 
quation  des  forces  vives. 

Dans  le  mouvement  de  roiàtion,  h  représente  la 
force  vive  du  corps  en  mouvement,  et  l'on  a 

Les  trois  quantités  /?,  q ,  r,  sont  \e%  vitesses  de  ro^ 
tation  du  corps  autour  des  trois  axés  principaux  qui 
se  croisent  à  son  centre  de  gravité,  en  sorte  que  si 
l'on  nomme  /  la  vitesse  du  dorps  autour  de  son  axe 
instantané  de  rotation  et  ayl)\  alèâ  angle^.qu'il  forme 
«veales  troia  premiers  a^xes,  04;  a    ' 


■  I  •  »  ^    •  ■  '  ■■  # 


\) 


P  =  r^m>9.  »  ;  :  S^  /  -COS  A,  .  r  =  / .  ^_  c; 
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l'ëquatîon  des  forces  vives  deviendra  donc  ainsi 

p».(A  cos*  a  +  B cos'  ô  +  C  cos*  c)  =  h. 

Le  second  membre  de  cette  équation  ne  contenant 
aiucun  terme  croissant,  comme  le  temps  ty\e  premier 
ne  peut  renfermer  non  plus  aucun  terme  pareil  ^  et 
LX>mme  tous  les  termes  du  premier  membre  sont  de 
même  signe  ^  il  s'ensuit  que  chacun  d'eux  n'est 
composé  que  de  termes  périodiques. 

On  peut  conclure  de  là  que  la  vitesse  de  rotation 
et  la  position  de  Taxe  instantané  ne  sauraient  être 
affectées  d'aucune  inégalité  croissant  comme  le  temps  ^ 
et  que  l'action  des  forces'  perturbatrices  ne  peut  y 
causer  que  des  altérations  alternatives  dont  la  période 
dépendant  du  mouvement  du  sphéroïde  autour  de  son 
centre  de  gravité,  ou  de  cellii  dès  astres  attirans  dans 
lëtir  orbite,  sera  toujours  assez  courte. 

Il  fisiut  remarquer  ici  que  nous  n'avons  pas  eu 
égard,'  dans  la  valeur  de  V,  aux  termes  qui  provien- 
nent dé  ]a  variation  des  élémens  des  orbites  des  astres 
attîrans;  il  faut  donc  restreindre ,  en  ce  sens,  la  géné- 
ralité des  résultats  précédens. 

Âpres  ces  résultats  généï*aux,  applicables  à  tous  les 
corps  du  système  solaire ,  nous  allons  examiner  en 
particulier  les  mouvemens  de  rotation  de  la  Terre  et 
de  la  Lune.  On  verra  qu'ils  présentent  tous  deux  des 
phénomènes  extrêmement  importans  qui,  quoique 
très  différens,  peuvent  se  déduire  directement  des 
formules  que  nous  venons  de  développer. 
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CHAPITRE  IL 


Du  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de 

gras^ité. 


.12.  Hipparque  parait  être  le  premier^  parmi  les  as- 
tronomes, qui  ait  remarque  que  les  étoiles  ne  sont  pas 
îGxes,  relativement  à  nous,  et  que  leur  position  rap- 
portée au  plan  de  l'équateur  varie  dans  les  différeos 
siècles.  En  comparant  ses  propres  observations  à  celles 
de  Tymocharis,  faites  f  55  ans  auparavjant,  il  s'aperçut 
que,  dans  ce  mouvement,  leur  hauteur  au-dessus  du 
plan  de  l'éçliptique  re$1;ait  la  même^  en  sorte  que 
leurs  latitudes  n'étaient  point  altérées^^  tandis  queleuis 
longitudes,  rapportées  à  l'équinoxe,  augmentaient 
çhftque  année  d'une  quantité  à  peu  près  constante 
pour  toutes  les  étoiles.  U  conclut  de  là  que  l£i  sphère 
cçleste  a  un  mouvement  ^utpur  des  pôles  de  l'édipti- 
qpe,  d'où  résultent  les  changemens  observés  dans  les 
«ascensions  droites  et  les  déclinaisoiis.  des  étpiles,  et 
l'îpvsuiabilité  de  Içurs  distances  à  ce  plan  ;^  coxiime 
l'observation  l'indique.  Copernic,  occupé  tou.te  sa  vie 
à  substituer  aux;  mouveinen^  s^pparens  des  j^stresjt 
leurs  mouvemeQ3  réeJs  et  à  redresser  des  erreijrs  nées 
des  illusions  de  nos  sens  et  d'un  sentiment  exa-^ 
géré  de  notre  importance,  reconnut  que  les  mêmes 
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phënomèihes   pouvaient   s'expl^^jner  '  en    suppôs^^ 

aiix. pôles  d€  la    Terre  xin  c Riout^râfÇint  ■  cirCukf Hîi 

de  rotation  aîitôar  des  pôles  de  l'ëclîptique  ;  Pôll-^' 

dant  ce  m6iiyemeiit>  riiiclinaison  de  l'ëquàteur^  à' 

1  ecliptique  reste  lai ndémèy  Yibais  ^es^^ nœuds ,  '  ou  Icfs' 

équinoxes,  rétrogradent  umfoiîçeitiie»i'de  ôé'^^eà^l 

ron  par  an;  d'où  résulte  par  ccoaséquetit  iin  à(î(tfi^*sÂ^ 

sèment  égal  des^  longitudes  des  étoiles  rapportées -'-Af 

ces  points.  C'est  :en  :  œla  que  donsidte  •  le  ph^nomiM- 

déstgné  iso\i9,  nom  de  Êi  préo^^ionyifeifi'isqtéinoxésy  ■-  •  ' 

L'Jb  jpothèse  de  Ciopernic  suffirart  donci  poui^  ^éicpît^ 

quer  de  la  manière  la  plus  sinuple  le&  Variations -^br 

S6r¥iées.;par  Hipparquç  "dans  la^  po^iticiiiF^ Ides  .étoiles  ^ 

et;trph&rniéés:piar  tçitis  ieç  astrbncmes  qm'  sent  féniiKs 

après  lui.  MaiÈi  les  ^rapides 'pMgt^ëd' de  rÀsfronomiè 

depuis  rinvéirtion  des  lunettes  fîretit  Ketijôt  AêtàU" 

vxir  de  nouyéanx  phénomènes  dait^'ée6'^«riations(  tI 

fallut  ^Ipourjès  expliquer,  supposer  dSy^s  mOù»t^ 

mens  à  l'axe  de  ik  Terre,  et  c'est  liin&tijfôe  Brtadlèy 

fut  ecwduit  à  la  -  connaîssadc»  de  leurs  ^  V^tàlMte^ 

'/rCei^lindïastrotiooiç')  par  la  prëdsion  de  ses  obser^^' 
yatk>ns,.ré€onmii^da2is  larposkiosi  <des ëtoikSF  un'e.ya^' 
nation  annueUé  qu'il  suivit  opendamMirïë  période  dé' 
dix-huit  années  9  après>lsqueUti  èllcfi)  lui  sfemblèi^i' 
revenir 'à  la!  même  position.  LliîC5èïiidaèiicè'dè<5ëtte 
péciode  avec  celle) dii  ■mouvemetit  des  nœuds-  delà 
Lû'ue   lui  fit  penser'  que  l'axe  de   la  Terre  alrâfrl, 
pan  rapport  aux  étoiles,  un  mouvement  pérîodiqt^ë' 
dépendant  de  la  longitude  de  *  ces  nceixds?j  et  jpottr' 
rejwrésenter.  en  coteéqurence  le  vrâfi- mduVemen*  de 
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Ijaxe  terrestre  >  ilsupjxwè.que:  rextrémité  de  cet  axe  ^ 
pr<^lçpgé  jusqu'au  .ciel,  -se  meut  sur  la  eirconfé-  ' 
rei^çe  d'uo^  petiW  ellipse  tangente  à?  la  gpiièite  cé- 
Igs^,  et  dontt  le, centré,  qn'od  peait  regarder  cociune 
1^4î^^  moyçu.duéspplè  de  l'équateur,  est  situé  surna 
-p^t^i  cfercle  de  la.  jâphetè:  parallèle;' à  Fe'diptiqûe  , 
eLjcI^Qrît  ABn^eDemeut)  d'un  moùyement  uniforme 
^;n.^^:4e:l53T  sur  fee  cercle.  L'obséi'vatîôn  fait  con^ 
ia^itrerj|^;jdîm0nsions:de  icette  ellipse^  .£t  les  lois  da 
mo^yesQeiitvdu  pale^  mkt  ^a  circonfërence:,  d'où.  ré-« 
suljta  d^i^l'âx^  tèirestre  cette,  espèce  de  balançeoient 

Aiïxsi ,  l'obserivâUoji.deTança ,  s^r  ce  point  ^  la tké0« 
Ôe»t$t  tçîi^s  Icis  pbà^mèiiea  qui  dépHeDdeiitdes:dépla+^ 
ç^^|3p3  de  .r^ei  de  la  JTvQiTe  étaient  parfaitement  conr 
n^f-Q^^iiltqu'ôli  eut  tenté  d'en tapprofohdir  les  causesJ 
Kepler  fVi^îl;  /ayp.ué  l'inutilité  de  ;  ses  recherches  'à  «cet 
égard  j,  et  ^€^>  2^  Newton  qu'il  éf^t  réservé  de  netis 
Hiopçitrer  çQi^ingût  ils  se  Jient>  par  là  ioi  de  là  pesan^ 
tea)^rU|i|iyier$eUe^  aux  autres  phénomènes  du*  iuouYC'^' 
ment  des  corps  célestes,  avec  lesquels,  jusque  là,  âs^ 
ne  seiiiblaieùt.  avoir,  aucun  r^qapwto  U.fit  iplns,  il 
es3^ya  d'eu  détermioeii  le^^ lois  parMâ.  théorie.. Cionisio-^ 
44v^X  M  Ten^  QOionQiejujd  sphéroïde'. reoflé  à  son 
éqji^^UF,  il  la  suppose  âimiposée  d'une  sphère  dont  le 
disim^tis  est  1 -aix^  4ie3  pôles ,  etde  l'excèsdu  sphéroïde 
tj^^p^^trô  sur.  celte  sphère  disposé  soûs  la  forme  d'un 
apç^^u  autpj^r  de  son  équateur.  Il  regardé  ensuite 
ch^ue  molécule  de  cet  anneau  comme  un  astre  adhé«>^ 
FC^V^  l^  Terre  et  qui  fait  sa  révolution  autour  d'elle 
eq.V'i^t-qvptj'iÇ  heures >  ^idelitt^l  .conclut  que  l'aç^. 
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tlon  du  Soleil  sur  chacun  de  ces  astres ,  et  par  con- 
séquent sur  Fanneau  entier ,  devait  produire  le  mémo 
effet  que  celui  qu^il  produit  sur  la  Lune ,  et  faire  ré- 
trograder les  nœuds  de  son  orbite  sur  le  plan  de  Fé- 
cliptique.  Le  mouvement  rétrograde  se  communique 
à  la  Terre  entière ,  k  cause  de  l'adhérence  de  l'anneau 
à  la  sphère  qu'il  entoure^  et  il  s'ensuit  que  Tintersec- 
tion  de  l'équateur  terrestre  et  de  l'écliptique ,  ou  la 
ligne  des  équinoxes^  doit  avoir^  par  l'action  du  Soleil^ 
un  mouvement  ^rétrograde  comme  les  observations 
l'indiquent;  mais,  quelque  ingénieux  que  soit  cet 
aperçu,  il  y  avait  encore  loin  de  là  à  une  théorie  ap- 
profondie et  complète  des  lois  du  mouvement  de  l'axe 
terrestre.  Newton  lui-même  se  trompa  en  voulant 
les  en  déduire  par  des  considérations  purement  ra- 
tionnelles, et  l'analyse,  ce  puissant  auxiliaire  de 
l'esprit  humain,  pouvait  seule  montrer,dans  cette  ques- 
tion délicate ,  l'accord  parfait  de  la  théorie  et  de  l'ob- 
servation ;  mais  il  fallait  auparavant  en  reculer  les 
limites.  D'Âlembert  eut  la  gloire  d'y  réussir,  et  la  so« 
lution  qu'il  donùâ  le  premier  du  problème  de  ]a  pré- 
cession  des  équinoxes  doit  être  regardée  comme  une 
de^  pliis^  belles  conceptions  de  son  génie  inventif,  si 
l'on  considère  l'insuffisance  des  moyens  qu'offraient 
alors  poiu*  cet  objet  l'Analyse  et  la  Mécanique. 

D'Âlembert  explique  par  la  théorie  les  divers 
mouvemens  de  l'axe  terrestre,  par  rapport  aux  étoiles, 
et  montre  qu^  la  nutatidn  observée  par  Bradley  en 
est  une  coqséquence  immédiate.  Il  détermine  le  rap- 
port '^xact  dçs  deux  axes  de  la  petite  ellipse  que  décrit 
le  pôle^  ^t  la   loi.de  son  mouvement  sur  son    el-* 
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lipse*  En  comparant  ensuite  ses  expressions  de  la 
nutation  et  de  la  précession  aux  observations  ^  il  en 
conclut  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  du 
Soleil;  mais  il  observe^  en  même  temps,  quil  suffis 
rait  d'un  très  petit  changement  dans  ce  rapport ,  pour 
altérer  considérablement  les  lois  de  ces  phénomènes. 
Enfin,  il  donne,  d'après  les  mêmes  èxpressi6iis,[ la 
loi  de  décroissement  de  densité  des  couches  de  la  Terre 
et  détermine  son  ellipticité* 

Tels  sont  les  principaux  résultats  de  ]a  théorie  éta-- 
blie  par  d'Âlembert.  L' Analyse ,  en  se  perfectionnant, 
a  depuis  permis  de  la  présenter  d'une  manière  plus 
simple  et  de  l'étendre  à  des  points  qui  n'avaieiit^înt 
été  abordés  par  ce  géomètre. 

Le  premier  de  tous ,  par  son  importance  y  est  là  dé- 
termination des  mpuyemens  de  l'axe  instantané  de  ro-> 
tation  de  la  Terre  dans  l'intérieur  du  g^loèe.  Cette  ques- 
tion ,  comme  il  est  aisé  de  le  concevoir  ^  «st  pour  le 
moins  aussi  intéressant^  pour  ioous  que  celle  qui  a* 
pour  but  de  déterminer  les  mouvemens  de  cet  axe^^r 
rapport  aux  étoiles,  la  seule  dont d^Alentbert  se  soii^ 
occupé.  En  efiet,  si  l'axe  de  rotation  variait  àans'l'ihté^ 
rieur  de  la  Terre,  chacun  dé  ces  iiiiou  veinens  dépliice-^ 
rait  son  équateur,et  toutes  les  latitudes  géographiques 
en  seraient,  à ia  longue,  sensiblement  altérées  ;  il  y  a 
plus,  les  mers ,  troublées  dau^  leiur  équilibre ,  sui- 
vraient les  mouvemens  de  l'équateur,  et  descendant 
vers  la  partie  de  la  Terre  qui  s'est  abaissée  sôus  elles,^ 
laisseraient  dans  la  partie  opposée  de  nouvelles  ré- 
gions à  découTert.  Les  observations,  il  est  vrai  ^ 
montrent  bien  que  Y^xe  terrestre  n'est  sOunii&  à  au- 
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cune  variation  sensible  dans  l'intervalle  d'un  jour  et 
même  de  plusieui^  années;  mais  s'il  était  sujet  à 
quelque  inégalité  à  longue  période  du  genre  de  celles 
que  npus  avons  nommées  inégalités  séculaires,  les  oIh 
servations  astronomiques,  qui  ne  comprennent  encore 
qu'un  assez  court  intervalle  de  temps,  ne  suffiraient 
pas  pour  rassurer  sur  les  conséquences  de  ces  varia-* 
tions ,  et  ne  sauraient  rien  nous  apprendre  sur  leur 
marche.  C'est  donc  à  la  théorie  seule  qu'il  était  ré-» 
serve  d'éclairer  cette  grande  question ,  et  M.  Poisson 
est  le  premier  qui  l'ait  traitée  avec  tout  le  soin  que 
son  importance  exigeait. 

Il  a  montré ,  par  une  savante  analyse ,  que  Faction 
du  Soleil  et  de  la  Lune  n'introduisait  dans  l'exprès-* 
sion  des  variables  qui  fixent  la  position  de  l'axe  ter- 
restre dans  l'intérieur  du  globe ,  aucune  inégalité  à 
longue  période  que  \^  suite  des  siècles  puisse  ren- 
dre sensible ,  méjcû^  lorsqu'on  a  égard  à  la  seconde 
puissance  des  forces  perturbatrices.  Il  en  est  de  mêmQ 
de  l'expreçsion  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre 
autour  de  cet  axe«  Il  en  ix^^alte  que  cette  vitesse  est 
constante ,  et  que  les  pôles  de  rotation  et  l'équateur 
terrestre  sont  ii^allérables  à  la  surface  de  la  Terre. 

Nous  confirmerons ,  d'une  manière  nouvelle ,  ces 
deux'  résultats  importans  ;  nous  examinerons  ensuite 
les  mouvemens  de  Taxe  terrestre  par  rapport  aux 
étoiles,  et  nous  déduirons  des  formules  exposées  dans 
le  chapitre  précédent ,  les  équations  très  simples  d'où 
dépendent  les  lois  de  sa  nutation  et  de  la  précession 
des  équinoxes. 

La  durée  de  l'année,  qui  se  mesure  par  le  retour 
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lipse.  Eq  comparant  ensuite  ses  expression    ^~~ 
nutation  et  de  la  précession  aux  obserYatW      ^^ 
conclut  le  rapport  de  la  niasse  de  la  Lnr|  ^    ^ 
Soleil;  mais  il  observe,  en  même  tenif|  ^    ^. 
rait  d'un  très  petit  changement  dans  ï-f  f  ^    ^ 
altérer  considérablement  les  lois  ^  i-%  %■%     ?" 
Enfin,  il  donne,  d'après  les  mjY%.  p  ^ 
loidede'croisseraentdedensitéf'î  i  ;*  ij  -s-  f^ 
et  détermine  son  elliptidtè.    ■ ,'  ;  ';  '^   ^  ■? 

Tels  sont  les  principaui  f  ■^.  ■>   l    ' 

blie  par  d'Alerabert.  L'Ar  -'  -  ;    -^    -    \   • 


a  depuis  permis  de  la  ^>  |  i 
simple  et  de  l'étendre, '/|  ^  ? 


-aiees 
été  abordés  par  ce  p/ f  f  ..it ,  les  lon- 

Le  premier  det  ^'  .^iduirait  ne  s'ac- 

termî  Dation  des/  celles  qui  résultent  de 

tation  de  laTey  ,tait  donc  important  de  s'as- 

lioQ ,  comm'  ue  l'invariabilité  du  jour  nioyen 

moins  ansF  ^^  verrons,  en  effet,  que  ces  înégalités 
pour  but  „i  pas  à  quelques  secondes  en  plusieurs 
rappor*  .-^j^,  sii'cles,  leur  considération  esta  peu  près 
occuT  jSi^y,;  astronomes. 

ricT  i>'''ca  -pour  compléter  l'esposilion  analytique  des 

rr       ^otoenes  de  la  précession  et  de  la  nutation  ,  nous 

^^fons  en  nombres  les  formules  qui  les  déter- 

■„eBt ,  en  employant  les  données  les  plus  exactes 

„c  nous  ayons  sur  les  masses  des  planètes ,  et  nous 

|L    comparerons    ensuite  à    quelques  observations 

anciennes,  qui ,  par  leur  accord  avec  les  résultats  de 

^s  formules  ,  montrei-ont  la  précision  de  la  théorie. 

Les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
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du  Soleil  au  même  équinoxe  ou  au  même  tropique, 
serait  constante  si  le  mouvement  des  équinoxes  était 
uniforme,  mais  ses  inégalités  doivent  le  faire  varier 
dans  les  différens  siècles.  Cette  longueur  est  plus 
courte  lorsque  le  mouvement  s'accélère  ;  c'est  ce  qui 
arrive  actuellement ,  et  la  durée  de  Tannée  tropique 
est  de  nos  jours  moindre  d'environ  lo"  qu'au  temps 
d'Hipparque.  La  même  cause,  jointe  aux  variations 
de  l'obliquité  de  l'écliptique  et  de  la  précession  des 
équinoxes^  introduit   des   inégalités  dans  la  durée 
du  jour  moyen  solaire,  et  leur  déterniination  serait 
importante  si  elles  pouvaient  devenir  sensibles,  parce 
que  toutes  les  tables  astronomiques  étant  calculées 
dans  rhypothèse  d'un  jour  moyen  constant,  les  Ion-' 
gitudes  et  les  latitudes  qu'on  en  déduirait  ne  s'ac- 
corderaient bientôt  plus  avec  celles  qui  résultent  de 
l'observation  directe.  Il  était  donc  important  de  s'as- 
surer par  la  théorie  de  l'invariabilité  du  jour  ràoy'eà 
solaire,  et  nous  verrons,  en  effet,  que  ces  inégalités 
ne  s'élevant  pas  à  quelques  secondes  en  plusieurs 
millions  de  siècles,  leur  considération  est  à  peu  près 
inutile  aux  astronomes. 

Enfin, -pour  compléter  l'exposition  analytique  des 
phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation  ,  nous 
réduirons  en  nombres  les  formules  qui  les  déter- 
minent ,  en  employant  les  données  les  plus  exactes 
que  nous  ayons  sur  les  masses  des  planètes ,  et  nous 
les  comparerons  ensuite  à  quelques  observations 
anciennes ,  qui ,  par  leur  accord  avec  les  résultats  de 
ces  formules  ,  montreront  la  précision  de  la  théorie. 

Les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
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tion  dépendant  de  la  figure  et  de  la  constitution  da 
sphéroïde  terrestre ,  il  en  résulte  qu'on  peut,  au 
moyen  de  l'observation  de  ces  phénomènes ,  établir 
le  rapport  qui  doit  exister  entre  les  lois  de  la  den- 
sité et  de  Tellipticité  des  couches  de  la  Terre.  On 
verra  que  l'ellipticité  qui  en  résulte  s'accorde  très 
bien  avec  celle  qu'on  a  conclue  des  observations  du 
pendule  à  différentes  latitudes  et  des  autres  phéno- 
mènes qui  en  dépendent.  Les  lois  de  la  précession  in- 
diquent de|  plus  une  diminution  dans  la  densité  des 
couches  du  sphéroïde  terrestre ,  en  allant  du  centre 
à  la  surface;  résultat  qui  s'accorde  avec  les  expé- 
riences de  Cavendish ,  sur  l'attraction  des  montagnes^ 
et  avec  les  principes  de  l'hydrostatique  qui  exigent 
que  si  la  Terre  est  supposée  avoir  été  originairement 
fluide,  les  parties  les  plus  denses  soient  en  même 
temps  les  plus  rapprochées  de  son  centre.  L'admirable 
concordance  de  tous  ces  phénomènes  si  étrangers  l'un 
à  l'autre ,  montre  évidemment  qu'ils  ont  tous  pour 
principe  la  même  cause,  et  l'on  doit  la  regarder  comme 
la  preuve  la  plus  irrécusable  de  la  loi  de  la  pesanteur 
universelle. 

i5.  Pour  traiter  dans  toute  sa  généralité  la  question 
du  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité ,  nous  supposerons  d'abord  qu'aucune  force  accé- 
lératrice ne  trouble  le  mouvement  de  rotation  résul- 
tant de  l'impulsion  primitive  qu'elle  a  reçue,  et  nous 
verrons  quelles  ont  dû  être,  dans  ce  cas,  les  cir- 
constances initiales  du  mouvement,  pour  que  les  ré- 
sultats de  la  théorie  s'accordent  avec  les  phénomènes 
observés.  Nous  considérerons  ensuite  l'action  pertur- 
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h  étant  une  constante  arbitraire. 

Il  suit  de  celte  analyse ,  que  si  la  constante  K  ayait 
une  valeur  sensible^  les  pôles  feraient  à  la  surface  de 
la  Terre  des  oscillations  d'une  étendue  arbitraire, 
dont  la  période  dépendrait  des  momens  d'inertie  du 
sphéroïde  terrestre,  et  serait,  d'après  les  données  que 
l'on  a  sur  les  valeurs  de  A ,  B ,  C ,  d'environ  deux 
années.  L'angle  6  changerait  aussi  de  valeur  durant 
cet  espace  de  temps  ;  il  aurait  de  plus  des  inégalités 
dépendantes  de  l'angle  ntj  c'est-à-dîre  qu'il  varierait 
même  dans  le  court  intervalle  d'une  journée  :  or,  les 
observations  les  plus  précises  n'ayant  jamais  fait 
apercevoir  dans  la  hauteur  du  pôle  aucune  varia- 
tion de  ce  genre ,  il  en  faut  conclure  que  K  est  insen- 
sible, et  que,  par  conséquent,  on  peut  supposer 
que  les  oscillations  de  l'axe  terrestre  qui  dépendent 
de  l'état  initial  du  mouvement  sont  depuis  long-temps 
anéanties ,  et  qu'il  ne  subsiste  maintenant  que  celles 
qui  ont  une  cause  permanente. 

i4*  Comme  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées, 
n**  54 >  livre  P',  pour;; et  y,  ne  sont  qu'approchées,  il 
pourrait  rester  quelque  doute  sur  l'exactitude  du  résul- 
tat précédent  ;  mais  il  est  facile  de  la  démontrer  d'une 
manière  tout-à-fait  rigoureuse  par  les  considérations 
suivantes.  En  intégrant  directement  les  équations 
(a),  nous  avons  obtenu,  n°  35,  livre  I",  ces  deux  in- 
tégrales , 
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Sîy  après  atoir  maltiplié  la  première  par  C,  on  la  re^ 
tranche  de  la  seconde  ^  on  auria 

A.(C  — A).;?*+B.(C^B).^*=DS     (m) 

en  représentant  ^  pour  abréger  ^  par  D*  la  quantité 
constante  CA  —  A:*. 

On  voit ,  par  cette  équation ,  que  si  les  valeurs  de 
p  et  q  sont  supposées  très  petites  à  un  instant  quel- 
conque f  la  constante  du  second  membre  sera  aussi 
très  petite;  les  quantités /?  et  q  demeureront  donc 
toujours  peu  considérables ,  puisque  chacune  d'elle^ 
sera  moindre  que  la  constante  D*  Par  conséquent,  si 
ces  quantités  n'ont  que  des  valeurs  inapprécialtes , 
comme  cela  a  lieu  a  Fépoque  où  nous  sommes,  on 
peut  être  assùlré  qu  elles  resteront  éternellement  in- 
sensibles; on  aura,  dans  tous  les  temps, 

et  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  coïncidera  toujours  à 
très  peu  près  avec  son  troisième  axe  principal.  :'i 
Ce  résultat  suppose  tous  les  termes  du  premier 
membre  de  l'équation  (m)  de  même  signe,  ce  qui 
exige  que  C  soit  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  des 
moipens  d'inertie  relatif  aux  axes  principaux  qui  se 
croisent  au  centre.de  gravité  du  corps.  C'est,  en  etfet, 
ce  qui  a  lieu  pour  la  Terre ,  sa  figure  étant  celle  d'un 
sphéroïde  aplati  vers  ses  pôles,  l'axe  autour  duquel 
elle  semble  tourner,  à  très  peu  près,  est  le  plus  pe*-^ 
tit  de  ses  trois  axes  principaux,  et  par  conséquent 
celui  auquel  se  rapporte  le  plus  grand  moment  d  mer* 
Tome  IL  i4 
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lie.  Dans  lé  cas  coatraire ,  on  ne  pourrait  rien  con^* 
dure  de  Fcquation  (m)  relativement  aux  quantité 
p  et  q  ;  mais  on  voit  aussi  qu'alors  les  sinus  et  co- 
sinus que  renferthentles  valeurs  de  ^  et  y  se  changent 
en  exponentîeitles  ;  eUes  pourraient  donc  croître  in- 
définiment avec  le  temps,  et  1  équilibre  du  globe  ter- 
restre ea  serait  à  la  longue  entièrement  bouleversé. 
.  Nous :.n  aurons  donc  plus  à  nous  occuper  désor- 
naais  que  de  l'action. des  forces  perturbatrices  sur  le 
sphéroïde  terrestre  :  nous  examinerons  dans  les  cha- 
pitre$  suivans  leur  influence  sur  les  déplacemens  des 
pôles  à  la  surface  de  la  Terre,  sur  les  variations  de 
sa  .tités^  de  rotation,  et  enfin  sur  les  mouvemens  de 
fi^  aix^es  principaux  autour  du  centre  de  gravité.  Ces 
différentes  questions  renferment  des  résultats  extrê^ 
mement  împortans  pour  la  théorie  du  système  du 
monde.  Des  deux  premières  dépendent  la  permanence 
des  latitudes  géographiques;  Finvariabilité  du  jour 
sidéral ,  cette  donnée  si  précieuse  pour  tous  les  cal- 
Cttb  astronomiques  ;  enfin ,  la  stabilité  même  de 
Tunivers.  La  dernière  comprend  tous  les  phéno- 
mènes relatifs,  aux  mouvemens, de  leqûateur^  par 
rapport.  A\^  étoiles,  c'est-à-dirë  la  précessîon.  des 
é(j[uinoxes  et  la  nutation  de  faxe  de  rotation  de  la 
Terre.  On  verra  la  .solution!  de.  ces  questions,  qui 
avait  exigé  jusqu'ici  tous  lesefibrts  de  l'analyse  la 
plus  compliquée ,  «résulter  de  là  manière  la  plus  sim^Je 
et  la  plus  comfdèté  des  formules  :générales  que  nous 
avons  développées  dans  le  chapitre  précédent  ;€es  for- 
muljos^; comme  nous  l'avons  dit>  s'apjdiquent  paie- 
ment anLimonteroe&t.de  la  Lune  troublé. par  Tac- 
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tion  de  la  Terre  ;  mais  les  conséquences  que  nous 
allons  en  tirer  ne  doivent  pas  s'étendre  à  cet  astre ,  à 
cause  du  rapport  commensurable  qui  existe  entre  le 
moyen  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  et  le 
moyen  mouvement  du  centre  de  la  force  pertur- 
batrice. 


îA. . 
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CHAPITRE  IV. 


Déplacement  des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre  et 
variation  de  la  vitesse  de  rotation. 


1 5.  Nous  supposerons ,  dans  ce  qui  va  suivre ,  que 
sans  Taction  du  Soleil  et  de  la  Lune  ^  la  Terre  tourne- 
rait rigoureusement  autour  de  son  troisième  axe  prin- 
cipal ,  en  sorte  que  les  écarts  de  l'axe  instantané  de 
rotation  ne  peuvent  être  attribués  qu'à  Faction  des 
forces  perturbatrices.  Cette  hypothèse  est  fondée  sur 
les  résultats  du  chapitre  précédent,  où  nous  avons  dé- 
montré que  les  oscillations  de  l'axe  de  rotation  de 
la  Terre,  dues  à  l'état  initial  du  jmouvement,  demeu- 
reront toujours  insensibles* 

Il  suit  de  là  que  les  quantités  pQtq  sont  de  Tordre 
des    forces    perturbatrices  ,    puisque    la    fonction 

-^===^=-,  qui  exprime  le  sinus  de  l'angle  formé 

par  l'axe  instantané  avec  le  troisième  axe  principal , 
doit  être  nulle  en  même  temps  qu'elles. 

Cela  posé ,  la  troisième  équation  (C),  n^  n^  donne, 
en  rintégrant  et  en  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre, 
r^=^n,  La  constante  n  exprime ,  aux  quantités  près 
du  premier  ordre ,  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre^ 
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car  cette  vitesse  est  égale  à  V/?*  4-  9*  +7^^  ^î  ne  dif- 
fère de  r  qu'aux  quantités  près  du  second  ordro. 

Les  deux  dernières  équations  (a),  n*  i ,  montrent  que 
les  différentielles  d^  et  d'^  sont  du  même  ordre  que 
^  et  ^  ;  les  angles  0  et  4  sont  donc  constans  quand  on> 
néglige  les  quantités  du  premier  ordre.  Dans  ce  <:as^' 
la  première  deces  trois  équations  se  réduit  à  d^=sndi,  : 
d'où  l'on  tire  (p  z=znt  '^  i,  s  étant  une  constantei 
arbitraire. 

Les  équations  (o)^  n*  35,  livre  P%  qui^déterniinentlà 
position  de  l'équateur,  par  rapport  au  plan  priaçipaL4e: 
projecti<^n^   où  au  plan  qui   serait  invariable  sans.^ 
l'action  des  forces  perturbatrices,  donnent 

sin  0^  sin  (p^  = £,     sin  O^cosfl)^  =—  y  ; 

on  tire  delà 


sin  6^ 


L'angle  8^  représente  l'inclinaison  dé  l'équateur  •  sur 
le  plan  principal  de  projection  :  cet  angle  est,,ck>mmei) 
on   voit,   de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  bn^ 
pourrai <donc  le  supposer  nul,  lorsqu'on  néglige  les 
quantités  de  cet  ordre,  et  l'on  aura  alors,  n'^'SS-, 
livre  P% 


.^  .      \i 


r  *  ■' 

ce  qui  doit,  en  effet/  resukër  de  la' céSiiêidëncé  de* 
réquateur  et  du  plan  principal  de  projection. 
16.  Reprenons  maintenant  Téquation  (m)  à  laquelle 
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QQus^mo^es  parvenus,  n'  14^  savoir  : 

A.(A  — C).;)»+B.(B-iC).^c==**-~CA.    (m) 

\ 
■  ■    ■  •  '1  ■  '      ,  . 

Cette  ëquatioài' étant  une  intégrale  première  des 
équationp  (a)  f  doit  encore  subsister  dans  le  cas  où 
l'on  a  égard  aux  forces  perturbatrices.  Si  on  la  diffé«* 
r^€i6:^^eii  y  traitant  i^  et  A:  comme  variables^  on 


anra: 


Pcitir  abréger,  faisons  P— CAss^K;  en  différen- 
cialit  et  eti'  subâftituant  pour  dk  et  dh  leurs  valeurs  > 
on  aura         *  .     ' 

Si  Ton  néglige  les  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  forces  perturbatrices,  et  qu'on  regarde 
Y  comme  une  fonction  dùxmée  dlçs  variables  ^ ,  4  ^ 
6,  il  suffira,  dans  l'équation  précédente,  de  substi- 
tuer danstYi  qui  .est  déjà i.^u. premier  prdrç y  pour 
^9  4,'^,  leurs  valeurs  indépendantes  des  forqeaper-» 
turbatrices';  on  pourra  donc  mettre  ^^  «^-^^y  à  Jâplace 
de  (py  et  a,  et  ^làla  place^de  4  fit  de  4*  Or,  on  voit^^d'a** 
près  les  valeurs  deKp^  et  de  4/  données  n*  35,  livre  l*"', 
que  la  différence  (p^  —  4/  ^s*  égale  à  la  constante  g 
augmentée  d'une  certaine  fonction  de  p^  q ,  r,  h,  k; 
et  comme  les  valeurs  de  p,  7,  r  ne  renferment  aucune 
4q$  trois  CQW^nJtçs^,^,  ^,  il  s^çnsuit  qu'on  aura 

d^--m    •dY'j;dv,  ''dv-^jdv  -' 
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D'i^llaurs ,  ra  négligeant  les  forces  pertorbatrioes  ^  oâ 
a  (p^=znt  +  ê;  par  conséquent, 

dg  """  ndt 

Quant  à  la  éon^stanté  A:  qui  multiplié  une  quantité 
d[ùpreiïiïe)r  ordre  dans  Uéquâti'ôn(«),  iious  remarque- 
rons que  si  Ton  néglige  les  quantités  de  cet  ordre], 
p  çt  y  sont  nulles ,  et  Ton  a.  /•  =  /i  ;  Féquation 
A:*  =  A*/?*.-4"  ^V*  "+^  CV  donne  dpipc>  dans  ce  câs^ç 
A:  ==  Cw.  L'équatîon  (/î)  deviendra,  par  la  substi^ 
tution  de  ces  valeurs  I  ' 

ndf 

'    •  ■  s  • 

En  observant  que  d\  désigne  la  différenticille  dç  Y 
prf^e^en  né  faisant  vaVîer  que  lé  temp^  i  introduit?  par 
la  substitution  de  la  valeur  de  ^,  c'est-à-dire  qu'«a&^ 
tant  qu'il  est  multlpl^ié.  parla  constante /i. 

La  quantité  K  est'^dônc  constante,  tant  qu'on  n'$t 
égard  qu'à  la  première  puissance  (lis$  forces  pe.rtj^f^ 
batrices  ;  voyons  maintenant  ce  que  devient  la  varia- 
tion dK,  lorsqu'on  considère  ie  carré  de  ces  forces. 
Dansioe  cas ,  il ;iaiit :x  dans l'éq^atiç^i  ((^),  subd^tuei 
Cn  +  cTA  à  la  place  de, A; ^  et  y  :^  /V  à  la  place  -dt 
V,  J^A:  désignant  une  quantité  du  premier  ordre  ejt 
cTV  une  quantité  du  second  j  on  aura  ainsi ,  en  né- 
gligeant les  quantités  dû  troisième  ordre  ^ 


•  j 


dik.zs^ok^'Tr^dt  -|*.Ç/ï#-f"V7-.^^T-"C»i3?f  ç^.y»^   ;.:/) 
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Nous  ayons  trouvé ,  n"^  1 1  ^  en  négligeant  les  quan* 
tités  d'un  ordre  supérieur  au  second , 

Dans  les  différences  partielles  deV^  on  peut  substi-* 
tuer  /z/  4*  €  à  la  place  de  <p,  et  regarder  4  6t  6  comme 
constans;  il  faut  aussi  avoir  soin ,  en  prenant  la  diffé- 
rence partielle  de  cT V  par  rapport  k  g,  de  ne  point 
faire  varier  la  quantité  g"  introduite  par  la  substitution 
des  valeurs  de  cTA^  J'I,  etc.  Si  Yqû  différencie  de 

cette  manière ,  et  si  l'on  observe  que  -j-  =  -tj  ,  on 

aura  évidemment 

dg  ncU  n 

L'équation  (w),  en  remarquant  que  rf.  «TA =^,^,i 
donnera  donc  simplement 

d'où ,  en  intégrant^  l'on  tire 

La  quantité  K  sefa  donc  toujours  une  quantité  du 
second  ordre.  L  équation  (m),  en  y  substituant  cette 
valeur,  devient 

A.(A  — C).;;*  +  B.(B  — C).9*=cfK 

Il  en  résulte  que  quelques  variations  qu'éprouvent 
dans  la  suite  des  siècles  les  valeurs  de  p  et  de  ç,  ces 


y 
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quantités  resteront  toujours  du  même  ordre  que  J^A:, 
c'est-a-dire  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  par 
conséquent  insensibles. 

Nous  avons  prouvé,  d'une  manière  générale  ,  dans 
le  n**  1 1 ,  que  les  inégalités  séculaires  que  renferment 
les  valeurs  de  ;;  et  ^  sont  de  Tordre  des  forces  pertur- 
batrices ;  nous  voyons  ici  que  dans  le  cas  particulier 
où  l'on  considère  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre ,  toutes  les  inégalités  périodique^  que  ces  quan- 
tités contiennent  sont  aussi  du  même  ordre ,  d'où  l'on 
doit  généralement  condure  qu'elles  ne  peuvent  être 
sujettes  à  aucune  espèce  d'inégalités  qu'un  long  inter^. 
valle  de  temps  puisse  rendre  sensibles. 

17.  Nous  n^avons,  il  est  vrai,  considéré  dans  la  va- 
leur de  dk  que  les  termes  dépendais  du  carré  des 
forces  perturbatrices;  mais  il  est  aisé  d'étendre  la 
même  analyse ,  et  les  conséquences  que  nous  en  avons 
tirées,  à  toutes  les  approximations  suivantes.  En, 
effet ,  désignons  en  général  par  ^^  les.  termes  de  hk 
valeur  de  V  qui  sont  de  l'ordre  /-f?  i ,  par  rapport 
aux.foixes  perturbatrices;  par  cTi^^^  A  les  termes  du' 
même  ordre  de,  la  valeur  de  ^,  en  sorte  qu'on 
ait       ..  ./•■   1  .'.'.•   ■  ;'. 

^.«^14.^^:  =  -^ — .dt. 

L'équation  («),  en  ne  considérant  que  les  termes 
de  Tordre  i-|-i,  donnera 

+  ^,it .  d .  J^ifr  +  iih  ..^.  t'ih  +  Kh  •d.i'i^Ji 

■     •  '    »  TT*  ■     ■   '    I    '  .  '  ' 

%  % 
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II  est  aisé  de  prouver^  comme  nous  l'ayons  £aît 
n°  i6,  que  Ton  a  ,  généralement,  quel  que  fioît  *', 

L^équation  précédente,  en  vertu  de  cette  relation, 
donnera  donc ,  en  l'intégrant , 

On  voit  que  tous  les  termes  du  second  membre 
sont  de  l'ordre  «+ 1 ,  que  par  conséquent  la  valeur 
de  K  n'augmente  pas  par  l'intégration,  et  qu'elle 
reste  toujours  du  même  ordre  que  sa  différentielle. 

Concluons  donc  que  l'axe  de  rotation  de  la  Terre 
coïncidera  toujôtirs,  à  très  peu  près,  avec  son  troi^ 
sième  axe  principal,  et  que  les  pôles "«tl'équateur 
i^épondront,  dans  tous  les  temps,  «ux  mêmes  points 
de  sa  surfece. 

i8.  Considérons  maintenant  la  vitesse  de  rotation  de 
la  Terre;  si  l'on  nomme  f  cette  yitesse,  ffdiBersile 
ïiombre  de  degrés  que  décrit  dahs  le  temps  t  l'un 
quelconque  des  méridiens  du  sphéroïde  terrestre;  il  en 
résulte  que  si  f  contenait  un  terme  proportionnel  au 
temps  t,  l'intégrale /frf^  en  renfermerait  un  croissant 
comme  le  carré  du  temps,  et  là  longueur  du  jour  en 
serait  à  la  longue  sensiblement  altérée.  Il  est  dbnc 
extrêmement  important  d'examiner,  avec  le*  plus 
grand  soin ,  la  valeur  de  df,  et  de  démontrer  qu'elle 
ne  renferme  aucune  inégalité  séculaire  suscepti- 
ble de  s'abaisser  au  premier  ordre,  par  la  double 
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intégration  que  subit  cette  quantité  dans  Texpreiisioa 
fdtfdf. 

On  a^  par  ce  qui  précède, 

• 

Nous  Tenons  de  voir  i\aepe\  q  n'auront  jamais  de 
valeurs  appréciables;  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
de  la  Terre  sera  donc  toujours,  à  très  peu  près,  • 
égale  à  r,  et  si  elle  subit  quelque^  altérations,  elles 
ne  proviendront  que  des  variations  auxquelles  cette  * 
quantité  peut  être  assujettie.  Nous  allons  donc  exa«^ 
miner  quelles  sont  les  inégalités  que  dbit  contenir 
Texpression  de  r. 

Reprenons,  pôter  cela,  Técfuation 

Si  Ton  différencie  cette  équation  en  y  faisant  varier 
à  la  fois  les  variaUes  et  les  constantes  <}u'elle  ren-^ 
ferme ,  on  en  tirera 

f^pdp  •+■  ^qdq  -f-  Crdrz=:  j .  dh.  (p) 

Si  Ton  néglige  les  quantités  du  second  ordre  par-rap* 
port  aux  forces  perturbatrices,  les  différentielles  dp, 
dq f  dr  étant  déjà  du  premier  ordre,  on  pourra, 
dans  cette  équation,  supprimer  les  deux  premiers 
termes,  puisque  p  et  q  sont  de  l'ordre  des  forces 
perturbatrices  ;  faire  r=:  /2  dans  le  troisième ,  et  subs- 
tituer pour  dh  sa  valeur  donnée  par  là  formule  (/). 
On  aura  ainsi 


.) 
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et  dans  le  second  membre ^  il  faudra  mettre  nl^êk 
la  place  de  ^,  et  regarder  ^[r  et  6  comme  des  cons- 
tantes. Si  l'on  suppose  donc  la  fonction  Y  développée 
en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de 
1  angle  ^  ou  de  Tangle  nt  +  e  /les  termes  du  déve- 
loppement qui  ne  le  renfermeront  pas  disparaîtront 

par  la  différenciation  dans  ^  :  la  valeur  dr  ne  con- 
tiendra donc  que  des  termes  périodiques  dépendans 
de  l'angle  ntr^^t,  et  par  conséquent  l'expression  <le 
r  ne  renfermera  que  des  inégalités  journalières  qui 
resteront  toujours  insensibles  et  de  l'ordre  des  forces 
perturbatrices. 

19.  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  inégalités 
qui  peuvent  résulter,  dans  l'expression  de  la  vitesse  r, 
de  la  considération  des  quantités  dépendantes  du  carré 
des,  farces  perturbatrices.  De  l'équation  (jj)  on  tire 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  /^  -f-  JV»  à  la 
place  de  r,  JV  étant  une  quantité  du  premier  ordre 
déterminée  par  l'intégration  de  l'équation  (ç),  oa 
aui*a 

Examinons  successivement  les  différentes  inégalités 
que  peuvent  renfermer  chacun  des  termes  de  la  .va- 
leur de  dr^  en  rejetant  toutes  celles  qui  dépendront 
de  l'angle  nt^e^  puisque  nous  sommes  assurés 
d'avance  qu'elles  né  peuvent  devenir  sensibles. 
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Pour  que  l'angle  nt'\^ê  puisse  disparaître  dans  le 
premier  terme  de  cette  valeur ,  il  faut  combiner  en- 
semble les  termes  de  ses  deux  facteurs  qui  renferment 
le  même  multiple  de  cet  angle.  Or^  si  dans  Texpresr 
sîon  de  la  fonction  V  développée  en  série  de  cosinus 
d'angles  proportionnels  à  cp^  on  considère  deux 
termes  dépendans  du  même  multiple  i^ ,  on  aura 

V=H.cos(/(p+/r+^)+H'.  cos{i(p+ft+g'), 

H ,  H',  i ,  f,  y,  g ,  ^  étant  des  constantes  arbitraires 
dont  les  deux  premièiies  sont  de  l'ordre  des  forces  per- 
turbatrices. Si  l'on  substitue  /z^+^  ^  la  place  de  4)^ 
on  aura 

^d^V=  -^^f  H .  cos  {ini'\'i%^ft'^g)^~j, .  H' .  cos(int+ii  ^fi-^g 

Si  l'on  combine  ensemble  ces  deux  expressions ,  on 
aura 

en  rejetant  tous  les  termes  dépendans  de  l'angle 
2/z/  +  26  dont  la  période  serait  à  peu  près  d'un  demi- 
jour. 

Les  deux  termes  que  nous  avons  considérés  dans 
V  produiront  donc ,  dans  la  valeur  de  rfr,  lé  terme 

qui  n'est  pas  susceptible  de  s'abaisser  au  preniier 
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ordre  ^  dans  la  valeur   de  r;  car  en  l'intégf atit  ^ 


on  a 


•  / 


quantité  du  second  ordre  ^  puisque  H  et  H'  sont  dn 
premier. 

Le  premier  terme  de  la  valeur  de  dr  ne  produit 
donc ,  dans  la  vitesse  r,  aucune  inégalité  du  premier 
ordre  indépendante  de  l'angle  ni +  6. 

Nous  avons  fait  voir,  n^  1 1 ,  que  tous  les  termes* 
de  la  valeur  'de  dh  pouvaient  être  mis  sous  cette 
forme  : 

SoitHcos(mf +i6+y^-|-^)  un  terme  quelconque  du 
développement  de  M,  etsoitH'cos(m^-f-i€-+-y'^+^'), 
le  terme  du  développement  de  N  qui  contient  le 
même  multiple  de  l'angle  nt-i^e.  On  aura ,  en  vertn 
de  ces  deux  termes  seulement;^ 

en  rejetant  l'inégalité  périodique  dépendante  de  l'angle 
U  en  résultera,  dans  la  valeur  de  d!r.  le  terme 

'  '         ' .         •    ■      '  . 

^ten  intégrant,"  dnaura 
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quantité  du  même  ordre  que  le  produit  HH\ 

Enfin,  le  dernier  terme  de  la  valeur  de  dr  étant 
une  difierentieUe  exacte,  on  aura,  en  l'intégrant, 

2C/1  ' 

quantité  du  second  ordre ,  puisque  p  et  q  sont  du 
premier. 

20.  On  peut  conclure  de  ce  qui  précède^  que  si  Ton 
néglige  les  quantités  du  second  ordre ,  par  rapport 
aux  forces  perturbatrices,  l'expression  de  r  ne  con- 
tient que  des  inégalités  périodiques  dépendantes  de 
Tangle  /t^  +  6  et  de  ses  multiples  :  de  sorte  que  si  sa 
valeur  rigoureuse  renferme  des  termes  multipliés 
par  les  sinus  ou  les  cosinus  d'angles  croissant  avec 
une  grande  lenteur,  leurs  coefficiens  sont  au  moins^ 
du  second  ordre.  La  vitesse  de  rotation  de  la  Terre 
n'éprouvera  donc,  dans  la  suite  des  temps,  que  des 
variations  du  même  ordre ,  et  Fon  pourra  toujours 
regarder  son  mouvement  comme  uniforme.  En  effet, 
la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe 

instantané  étant,  n^' i,  VV*4"7*+^f  Tintégale 
y/p^-^q^+i^.dt  exprimera  le  nombre  de  degrés 
décrits  Jiar  la  Terre  dans  un  temps  quelconque  ^  ;  et 
si  l'on  développe  le  radical  suivant  les  puissances  de 
pel  y ,  on  aura 
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Or,  les  inégalités  séculaires  que  renferme  r  étant 
toutes  du  second  ordre ,  il  s'ensuit  qu'elles  ne  peu'^ 
vent  s'abaisser  qu'au  premier  dans  la  valeur  de  l'inté- 
grale frdt.  De  même,  puisque  les  inégalités  que 
contiennent  p  et  q  sont  toutes  de  l'ordre  des  foires 
perturbatrices,  comme  nous  l'avons  démontré  n°  i6, 

si  ^  et  —  renferment  des  inégalités  séculaires ,  elles 

sont  du  second  ordre  et  ne  pourront  s'abaisser  qu'an 

premier  dans  les  intégrales  f  ^.dt,    f  ^.dt. 

Les  inégalités  séculaires  dont  peut  être  affecté  le 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre  sont  donc  toutes 
de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  on  peut,  par 
conséquent,  en  faire  abstraction  sans  erreur  sensible, 
et  considérer  ce  mouvement  comme  parfaitement 
uniforme. 

2 1  •  Concluons  donc,  enfin,  que  Taction  du  Soleil  et 
de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre  ne  produira 
jamais  dans  la  position  des  pôles  à  sa  surface,  au^^ 
cun  déplacement  appréciable,  ni  aucune  variation 
sensible  dans  la  vitesse  et  dans  l'uniformité  de  son 
mouvement  diurne  de  rotation  ;  résultats  importans 
qui  assurent  à  jamais  la  stabilité  des  latitudes  terrestres 
et  l'invariabilité  du  jour  sidéral. 

On  verra,  dans  le  chapitre  suivant,  que  ces  mêmes 
astres,  qui  sont  impuissans  pour  produire  aucun  dé- 
rangement dans  la  position  de  Taxe  terrestre  dans 
l'intérieur  du  globe,  font  varier  au  contraire,  d'une 
manière  très  sensible ,  sa  position  dans  l'espace^  en 
sorte  qu'il  ne  correspond  pas ,  dans  tous  les  siècles , 
aux  mêmes  points  du  ciel  ;  d'où  résultent ,  comme 
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nous  l'ayons  dit^  les  phénomènes  de  la  natation  et 
de  la  précession  des  équinoxes.  On  peut  se  rendre 
raison  de  cette  difTërence^  en  remarquant  que  les 
oscillations  de  l'axe  instantané  de  rotation  ,  par 
rapport  au  troisième  axe  principal  de  la  Terre , 
dépendent  simplement  des  quantités  p  et  q ,  tandis 
que  les  raouyemens  de  ce  dernier  axe ,  par  rapport 
aux  étoiles ,  dépendent  des  angles  6  et  ^j.  qui  résul- 
tent ,  comme  on  le.  yoit  par  les  équations  (a) ,  n**  i , 
d'une  double  intégration  des  yaleurs  différentielles  dep 
et  q.  On  conçoit  donc  comment  ces  quantités,  d'abord 
insensibles,  peuyent  ensuite  deyenir  considérables 
par  les  très  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait 
acquérir. 


Tome  IL 
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CHAPITRE  V. 


Mouifemens  de  Vaxe  de  rotation  de  la  Terre  dans  t es- 
pace ,  ou  nutation  de  Vaxe  terrestre  et  précession 
des  équinoxes. 

22.  La  position^  par  rapport  au  plan  principal  de 
projection ,  de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  ou  du 
plan  qui  lui  est  perpendiculaire ,  et  qu'on  nomme 
Véquateur^  dépend  des  deux  angles  0^  et  4^,  dont 
l'un  détermine  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  le  plan 
de  projection  qui  serait  invariable  sans  Faction  des 
forces  perturbatrices,  et  l'autre,  la  longitude  de  son 
nœud,  comptée  sur  ce  plan,  à  partir  d'une  ligne  fixe; 
l'angle  ^^  détermine  la  longitude  du  même  nœud , 
comptée  sur  l'équateur.  Lorsque  les  valeurs  des  angles 
6^,  -igf^y  (p^  sont  connues,  on  détermine  celles  des  an- 
gles analogues  0  y  4^  ?>  ^^^  ^^  rapportent  à  un  plan 
fixe  quelconque  ,  au  moyen  des  trois  équations  sui- 
vantes : 

cos  fl  =  cos  y  cos  6^  —  sin  y  sin  fl,  cos  -^^ , 

.     /  I  X         sin  tf,  sin  4/ 

sm(4-*)  =  — 4^',  ^(A) 

.      .  V         sin  y  sin  %J/ 

sin  ((p,  —  <p)  =  -i-T- • 
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Pour  déterminer  les  angles  6^  et  p^ ,  nous  avons  les 
deux  équations 

sîn  Qg  cos (p^  =  — ^^  ,      sin  fl^  sin^^= £, 

d'où  Ton  tire 

sin  fl,  =  ^^^E+E'^\ 

L'angle  6^  est  du  même  ordre  que  les  déplacemens 
des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre ,  et  si  l'on  fait  abs-* 
traction  des  forces  perturbatrices  ^  on  aura  0^  =  0^  et 
les  trois  équations  (h)  donneront 

Ainsi  donc ,  sans  l'action  des  forces  perturbatrices , 
l'inclinaison  0  de  Téquateur  sur  le  plan  fixe  serait 
constante ,  et  la  longitude  4  de  son  nœud  ne  chan- 
gerait pas  ;  mais  l'attraction  du  Soleil  et  de  la  Lune 
sur  le  sphéroïde  terrestre  fait  varier  d'une  manière 
très  lente  les  angles  0  et  4  >  ^t  ce  sont  ces  variations 
qui  constituent  le  phénomène  de  la  nutation  de  l'axe 
terrestre  et  de  la  précession  des  équinoxes. 

Dans  les  recherches  qui  ont  pour  objet  la  détermi- 
nation des  mouvemens  de  l'axe  de  rotation  de  la 
Terre,  on  a  coutume  de  négliger  les  carrés  et  les 
puissances  supérieures  des  forces  perturbatrices;  il 
suffit ,  dans  ce  cas >  de  conserver  dans  les  valeurs  de 
0  et  de  4  ^^^  termes  dépendans  de  la  première  puis- 
sance de  ces  forcés.  Or,  puisque  0^  est  du  premrier 
ordre,  on  aura  d'abord  cos  0^=1,  et  ensuite,  eu 

i5.. 
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vertu  des  équations  (o) ,  n^  55,  livre  P*", 

.    A      .      I         •    A      •    /           \          BflT  sîn  ^       Ad  cos  ^ 
sm  fl,  sm  4  =  sin  ô^  sin  ((p,— ^)=  ^ k        ' 

.    .           I        •    A          0           \           B<7  cos  0      kp  sîn  ^ 
sm  ô^  cos  4^=sin  9^  cos  (^^ — ^)= -^ — ^-— . 

k  k 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  premières 
équations  (A)  ,  on  aura 

cos  0  =cos  5^  H — T^.(By>cos  (p  +  A;?  sia  ^), 

.     /  I  V         Bût  sin  ^  —  Ap  cos  ^ 

La  première  de  ces  expressions ,  en  négligeant  les 
quantités  du  second  ordre ,  peut  s'écrire  ainsi , 

â/         Bût  cos  ^  +  Ap  sîn  ©\ 
=  cosf  7^ 2 ^--7 — -p 

on  aura  donc,  aux  quantités  près  de  cet  ordre, 

^  B^  cos  ^  +  A/>  sin  ^ 

8=5, ^ — ^^ , 

1  By  sîn  ^  —  Adcos  ^ 

.  ^  '  K  s^n  # 

Nous  avons  vu ,  n°  1 5 ,  que  lorsqu'on  néglige  le 
carré  des  forces  perturbatrices ,  on  a 

jv_^      ^_rfv     'ûrv'_£v 

Que  Ton  substitue  ces  valeurs,  et  qu'on  fasse  de  plus 
^  =  Cw  dans  les  deux  deiTiières  formules  (Q)  du  n*  g, 
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•» 
on  aura 

^.    cos  9^  ^1,        rf^         ^ 

,  dt  >      dV 

Cn.sin  I  -  rf* 

formules  qui  ont  sur  celles  du  numéro  cilé,  Tavanlage 
d'employer  la  quantité  V  sous  la  forme  où  elle  est 
donnée  immédiatement,  c'est-à-dire  en  fonction  des 
variables  ^ ,  >[/ ,  fl. 

Différencions  maint^n^nt  les  expre^pns  précq-. 
dentés  de  6^  et  de  4/^ ,  substituons  pour  dy  et  dx 
leurs  valeurs ,  et  faisons  A;  =  Cn  dans^-les  termes  qui 
sont  du  premier  ordre  par  rapport  aux  forces  per- 
turbatrices ;  nous  aurons 

,^ cosd.dt   dV  dû  dy 

G/ï.'sinô'  aj       Cn .  sin  6  '' d^  • 

j,  dt        dV      d,(Apcos^  —  Bosm^)'.!.:  ;l,r".. 

C/ï ,  sin  ô  *  dfl  C/ï ,  sin  ti  ^  ' 

•       •  •■  •       1 

!i5,  Ceç'.formulesâérTirontà-4eteFmtHer  les  valeui's 
des  angles  fl  et  -vL  qui  fixent  la  position,  de  lequateur 
terrestre^  par  rapport  a  un  plan 'fixe  quelconque.  EUps 
s'appliquent,  é^àlémeiftt  à  tôtis  lés  (rôfps  célestes, 
et  l'on  en  peut  faire  usagé  "dâi!s";*ïa.;ÎWorîe^U^^ 
Lune.  On  voit  qu^ielfes'  dé^^ëtft^  nàtùreilérileuft  <ïés 


%■        .»! 


variables  les  constantes  que  éès  formulés  rénférHSént, 


tît  en  déterminant  leurs  variations  cô'nfôriiieïrfëht  aiix 
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principes  généraux  de  la  variation  des  constantes  ar* 
bitraires.  On  peut  d'ailleurs  déduire  fort  simple- 
ment les  équations  (/)  des  équations  di6^rentielles 
(C)  du  mouvement  troublé.  En  effet,  si  l'on  multi- 
plie la  première  par  sin  ^,  et  qu^on  l'ajoute  à  la  se- 
conde multipliée  par  cos  (p ,  qu'on  multiplie  ensuite 
les  mêmes  équations ,  là  p^miibre  par  co^  ç ,  la  se- 
conde par  sin  ^,  et  qu'on  les  retranche  l'une  de  Tautre, 
on  aura  lés  dèiix  équations  suivantes  : 

Adp  sin^4-B^  oo5^-f-(À/)cbs>-B7  sin  f).rde+Cr:{sm^(iù^ços<^pd£) . 

A  //?  cosfr^Bdq  $în  ^(A/7  9Înp+Bq  cos  p) .  rû^^Cr .  ^oôf^^âÈhf^iA  f  pdi) 

_        dt     dV  ...'■•■•■    :*■-' 

,       "^      sïné'  d9' 

i  ■ 

Si  l\)n  néglige ;les  carrés  4^'fe(rces  perttirbatrices, 
on  peiit  supposer  r:=,n  et  rdtzssd^  dam  ces  équa- 
tions,  en  observant,  de  plus,  qu'en  vertu  des  for- 
mules (4)>  »*  If  ^^  a    ^       _     \ 

'.  .    .  ■  ■  " 

sin  ^*qdt  —  cos  ^.pdtzrzc^, 

.    co^(f m fdt^r sût (p..pi^ssi sin  ^.d-i^/. 

•  '  '         ■    ■    .  ".       .    ' 

,   .         ^   »  .  i       ;    "    .  ;        .• 

Op  voit  qu'elles  sQut  identiques  avi^  les  équations 
(/)y  auxqueUes  nous  $Qpr^es.p^iT^u&  par  uoç  ana^ 
l^se;mpîns  directe  ,.Piais..qui  nous  a  'servi  à  déoion-' 
tncfr  i'invanaJbîl3(t^^  des  p^fes  à  la  surface  de  la,  Terre, 
e^t  .qui .  nous  ;sera  encon^.  utile  pouf  réduire ,  dans  ce 
caS;,  ces  formules  à  une  îofjxie  plus  simple*. 

,  )iA.  ]&fxtfieXf  tous  les  tçrmes  des  valeurs  de  dh  et  d-^ 
sontinse.QSibleseneux-mên^ies,puisqu'ils  sont  de  Tordre 
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des  forces  perturbatrices  ;  mais  il  se  peut  que  quelques- 
uns  d'entre  eux  deviennent  sensibles  dans  les  yaleiir$ 
de  0  et  -4^^6011  parce  quils  s'y  trouveront  multipHés 
par  le  temps  t  hors  des  signes  sinus  et  cosinus ,  sôit 
à  cause  des  petits  diviseurs  que  l'intégraflion  leur  fera 
acquérir.  C'est  donc  à  ces  termes  seuls  qu'il  faut 
avoir  égard,  et  l'on  peut  rejeta  tous  les  autres  des 
valeurs  de'dfl  et  de  ^4-  Or,  il  est  évident  que  l'on 
doit  supprimer  d'abord  la  partie  de  ces  valeurs  <}ui  est 
une  différence  exacte,  parce  que  les  termes  qui  la  com- 
posent sont  encore  après  l'intégration  de  l'ordre  des 
quantités  p  eiq^et  par  conséquent  insensibles.  Si  l'on 
substitue  ensuite ,  dans  là  fonction  Vy  qui  est  du  pre- 
mier opdrlB,  à  la  place>l^  <p,  sa  valeur  7i^-f-;€,  indér^ 
pendant^  des  foires  petturbatrices ,'  U  faudra  rejeter 
des  valeurs  de  ^  et  de  d^  tous  les  termes  qui  dépen- 
dront 4es  sinus  et  des  cosinus  de  cet  angle,  puis- 
qu'il n'en  résulterait  dans  0  et  •>!/  que  des  inégalités 
dépendantes  du  mouvement  diurne  de  la  Terre,  et 
qui,  par  conséquent,  seront  toujours  inappréciables. 
Supposons  dûQC  qu'on  ait  développé  Jist.  fonction  V 
eu  une  série  de  sinus  et  de  cosinus  de  l'angle  <p  et  de 
ses  nmltiplës;  soît  f  le  premier  tëitne*  du  dévelop- 
pement ,  ou  la  partie  indépendante  de  l'angle  ^ ,  on 
pourra  substituer  F  à  la  place  de  V  dans  les  expres- 
sions de  dd  et  de  d^,  ce  qui  les  réduit,  en  sup- 
primant en  outre  lés  différentielles  exactes ,  à 


lA   dt  dF 

'Gn.stnd     «y    i    /    \ 

T*  Cn.aiBe'  «*>;. 
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Ces  formules  ^  les  plus  simples  que  l'on  puisse  em^ 
ployer  pour  déterminer  la  nutation  de  l'axe  terrestre 
et  la  préœssion  des  équinoxes,  sont  dues  à  M.  Poisson. 
Elles  dérivent  directement  y  comme  on  voit ,  de  la 
discussion  ,  des  formules  (P)  du  n^  y,  de  sorte 
que  les  lois  des  mouvemens  de  l'axe  de  la  Terre  ^  soit 
dans  l'intérieur  du  globe,  soit  par  rapport  aux  étoiles, 
sont  toutes  contenues  dans  ces  formules. 

^5.  Pour  développer  les  équations  (/w),  reprenons 
la  valeur  de  V  du  n'  i ,  nous  aurons 

V  — —  Q  Lu?/» 

x\  y  y  z'  étant  les  coordonnées  de  l'astre  L  relatives 
aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre  de 
gravité  de  la  Terre,  x^jr^  s  les  coordonnées  de  l'élé- 
ment dm  rapportées  aux  mêmes  axes  ;  çnfîii  ^  le  signe 
intégral  S  étant  relatif  à  la  molécule  dm  et  à  ses  coor- 
données, et  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  de  la 
Terre. 

Si  dans  cette  expression  on  fait ,  pour  abréger, 

^(a  ^y.  ^  -5'.  =  r'%     x^  +  j*  +  z*  =  r*, 
on  aura 

V  =  S.  ^^ 


y/[/*—  2 .  {xx*  +  y/  4-  zz*)  +  r*  ] 


Les  distances  des  centres  des  forces  perturbatrices  au 
centre  de  la  Terre  étant  fort  grandes,  relativement 
aux  dimensions  de  cette  planète ,  il  en  résulte  qu'on 
peut  réduire  la  fonction  V  en  une  série  très  couver- 
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gente ,  en  la  développant  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  /•'.  Si  l'on  observe  en  outre  que  les  six 
intégrales  Sxdm^  Sjdm,  Szdm,  Sxjrdm ,  Sxzdm , 
Syzdm  sont  nulles  par  les  propriétés  du  centre  de 
gravité  et  des  axes  principaux  ^  on  aura ,  de  cette  ma- 
nière, 

r  «    j.  j 

+^^.{x'\S.x^dm+f^.S.y^dm  +  z'\%.z*dm). 

'Nous  omettons,  comme  on  le  fait  ordinairement, 
les  termes  de  ce  développement  qui  dépendent  du 
produit  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  di- 
mensions en  x,jr,  z,  lesquels  termes  sont  du  même 
ordre  que  le  cube  et  les  puissances  supérieures  du  rap- 

port  -  ,  c'est-à-dire  de  la  parallaxe  de  l'astre  L  :  de 

sorte  que ,  relativement  aux  puissances  de  cette  pa- 
rallaxe ,  l'approximation  suivante  est  bornée  au  carre 
inclusivement. 

Nous  avons  désigné  par  A ,  B ,  C  les  trois  momens 
d'inertie  principaux  du  sphéroïde  terrestre  respecti- 
vement relatifs  aux  axes  des  x ,  des  y  et  des  z;  on 
aura  donc  , 

S.{y^+z'').dm=ky  S.{x'+z^).dm=B,  S.{x^+y).dmz=zCj 

d'où  Ton  tire 

Q    w         B+C— A       ç    .,         A+C— B 


2  "^  2. 


.  •  » 


«  ,.^  A+B-C 


«.   I 
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La  fonction  Y  deviendra  donc^  en  y  substituant  ces 
valeurs  ^ 

+  p5.[x".(B-f-C-A)Hy  .(A+C-BH-z'V(A+B^)]. 

Four  introduire  ^  dans  cette  expression ,  les  angles 
•^ ,  4  >  ^  ^  ^^  f^^*  transformer  les  coordonnées  x*  yjr\ 
z'  de  l'astre  L,  en  trois  autres  x ,  y  ,  z  relatives  à  des 
«xes  fixes.  Nous  prendrons,  J>our  plan  fixe  des  x,y, 
le  plan  de  Técliptique  à  une  époque  déterminée; 
l'angle  6  sera,  par  conséquent ,  l'inclinaison  variable 
de  l'équateur  sur  l'écliptique ,  l'angle  4  '^  longitude 
île  l'intersection  de  ces  deux  plans,  ou  de  la  ligne 
fnobile  des  équinoxes  ^  et  (p  l'angle  compris  entre 
cette  intersection  et  l'axe  principal  des  ^  ;  on  aura, 
par  les  formules  du  n®  :2, 

a:'=(x  cos^'-Y  sin  ^),  cos  f + C(x  sîn  >H-yco8^^)cos  S-z  sîn9].sîn^, 
jr'=(T  sîn  4^x  cos  4)  .8in^+  [(x  sin^+Y  cos%^)  cosô-zsin#]  .oosf , 
V£=r(xsia%)/'4-Yco94).sin  d-{rZ  cos  d. 

Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression 
de  V,  remarquons  que  le  rayon  vecteur  r'  de  l'astre  L 
doit  être  indépendant  dés  angles  (p,  %[/,^:  les  terines 
qui  ne  contiendront  que  ce  rayon  vecteur  disparaî- 
tront donc  dans  les  valeurs  des  différences  partielles 
de  la  fonction  Y  relatives  à  ces  angles;  on  peut  donc 
les  supprimer  d'avance  et  donner  à  l'expression  de  Y 
cette  forme 
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Si  l'on  élève  au  carré  les  valeurs  de  od^j'^  a',  et  qu'on 
les  substitue  dans  cette  équation ,  en  faisant ,  pour 
abréger, 

x'=xcos\|/  — Ysîn  4>         Y'  =  îsîn4-1-  ycos-^/, 

et  en  observant  que  la  relation  j:'* -|-/'*  +  z'*= /• 
donne 

x'*+ (y'  cos  9—  z  sin  9)*=r"  —  (y'sîu  fl+z  cos  fl)% 

on  aura 

3L 

V=s -  n. (A- B). {  [x'*-T(Y'cas 6-z  sin  6)'] . cos  2^+ ax'. (y'cosA-z sînî) . sîna 

3T 

4-    7-75  .(A+B-aC) .  (y'  sin  8+z  cos  6)*. 

Si  Ton  rejette  les  termes  dépendans  de  l'angle  ^,  la 
fonction  Y  se  change  dans  la  fonction  que  nous 
avons  désignée  par  F;  on  aura  donc  simplement 

F=:^.(A-fB— 2C).(Y'sinfl-f  zcosfl)*. 

En  différenciant  cette  expression,  on  formera  les 
valeurs  des  quantités  *^  ^^  ^  <}^î  entrent  dans  les 

formules  (wi)  ;  mais  pour  rendre  possible  l'intégra- 
tion de  ces  formules,  il  sera  nécessaire  d'exprimer  les 
coordonnées  x ,  y  ,  z ,  de  l'astre  L ,  en  fonction  du 
temps  U 


\ 
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Pour  cela  ,  nommons  y  rinclinaison  du  plaa 
de  l'orbite  que  décrit  l'astre  L  dans  son  mouve- 
ment autour  de  la  Terre  sur  le  plan  des  xy  ou  sur 
t'écliptique  fixe  ;  soient  de  plus  cl  la  longitude  de  son 
nœud  et  p'  la  longitude  de  son  rayon  vecteur  comp- 
tées sur  le  même  plan  à  partir  de  l'axe  des  x;  eu 
désignant  par  s*  la  latitude^  on  ^ura 

X  =r' . cosc^' . cos  s',    y =r' . sin  t'' . cos/,    z=r' . sins\ 

On  a  d'ailleurs  tang/=tang^.sin  (p' — cl);  en  obser- 
vant donc  que  y  est  généralement  un  très  petit  angle 
dont  on  peut  négliger  les  puissances  supérieures  à  la 
seconde^  on  trouvera 


on  tire  de  là 

et  au  moyen  de  ces  valeurs ,  on  trouve 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  de 
F,  qu'on  remplace  ensuite  r  et  /  par  leurs  valeurs  re- 
latives au  mouvement  elliptique  de  l'astre  L>  et  dé- 
veloppées en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  son  moyen  mouvement  mt^  il  sera  facile  de  réduire 
en  séries  semblables  la  valeur  de  F,  et  par  suite  celles 

^^  llB  ^*  ^^  dZ  '  '®^  expressions  différentielles  de  ô  et 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  237 

4/  se  trouveront  donc  développées  en  une  suite  de 
termes  dont  chacun  sera  intégrable  séparément. 

Soient  e  rexcentrîcîté  de  l'orbite  de  L,  et  a  sa 
moyenne  distance  à  la  Terre;  désignons  par  €  et  û> 
les  longitudes  de  l'époque  et  du  périhélie,  comptées 
de  la  même  origine  que  4î  on  aura,  parles  for- 
mules du  mouvement  elliptique,  n**  25,  livre  II , 


r 


-=  I  +5.6* — e.coè^mt-^t — 4»)  —  Je*.cos2(//i^-f-i— i»)-f-etc., 

CL 

—  J.y*.sin2(77i^+i— «)  -f-etc. 

L'excentricité  de  l'orbite  de  L  et  son  inclinaison  sur 
l'écliptique  fixe  étant  toujours  peu  considérables ,  e 
et  y  sont  de  très  petites  quantités;  nous  négligerons  en 
conséquence  le  carré  de  la  première  et  le  cube  de  la 
seconde,  ainsi  que  leurs  produits  de  trois  dimensions. 
Nous  observerons ,  de  plus ,  que  les  termes  de  la  va- 
leur de  V  qui  dépendent  du  mouvement  de  l'astre  L 
dans  son  orbite ,  ne  prpduisant  dans  les  valeurs  de  £/ 
et  de  \|/  que  des  inégalités  périodiques  qui  sont  né- 
cessairement très  petites,  comme  les  observations 
l'indiquent,  on  peut  n'avoir  égard  qu'aui^  plus 
considérables  d'entre  elles;  en  conséquence,  nous 
ne  considérerons  parmi  ces  termes  que  ceux  qui  sont 
îridépendans  de  Texcentricité  e  et  de  l'inclinaison  y. 
Cela  posé ,  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'il  suffira  de 
faire  dans  l'expression  de  V 

r'=z=  a     et     f^'=  iw/  +  6  ; 
on  trouvera  ainsi 
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F===^c--j.(A+B-aC){sin**4"2y.8În*.cosé.oo8(«-^)+^*.[cos*tf--sin*l.co$*(<^ 

— sin' * .  C08  2(/ii* + 1 +4)  }  > 
d'où  en  différenciant ,  on  tire 

^=^.(  A+B-aC)  J  sinfl.cosfl.  { 1 -y\  [i4<x)s'(tf +4)]-(X)S2(i»^ 
aj     ^a^  l 

+(cos*4-sin*9).yco8(a+4)> , 
3-=r- 7— .(A+B-aC).{sin9.[cos9.y.sm(fli+4)"sinâ.sin2(7?ii-f-f-|-4) 

Ces  valeurs ,  substituées  dans  les  équations  (m)  ,  en 
négligeant  dans  une  première  approximation  les 
termes  périodiques  et  ceux  qui  dépendent  du  carré 

de  y ,  et  en  faisant ,  pour  abréger ,  -^  =  m^,  don- 
neront 

da  = — j — .( pr 1.  cos9.y8in(«+-4.}> 

26.  Considérons  les  quantités  y  sin  (  «  +  4  )  >  ®^ 
5^cos(a  +  >[/)  qui  entrent  dans  ces  expressions.  Elles 
représentent,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  les  produits 
de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  L  sur  l'écliptique  fixe, 
par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  longitude  de  son  nœud, 
comptée  sur  ce  plan  à  partir  de  son  intersection  avec 
l'équateur ,  ou  de  la  ligne  mobile  des  équinoxes.  Si 
l'on  développe  le  premier  de  ces  produits ,  on  a 

y  sin(a+'N|,)z=^sinflt,cos4/+7^cosflt.  sin4«  (^) 
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Dans  cette  valeur ,  y  -sin  a  et  y  cos  «  sont  les  pro*« 
duits  de  Finclinàison  de  l'curlnte  de  L  snr  Fëdiptiqua 
fixe  ^  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  longitude  de  son 
nœud  y  comptée  à  partir  d'une  ligne  fixe.  Ces  quanr^ 
tités  ne  sont  pas  constantes ,  elles  sont  sujettes  à  des 
variations  séculaires  qu'il  n'est  pas  permis  de  négliger^ 
parce  qu  elles  peuvent  devenir  très  sensibles  par  Tintée 
gration  dans  les  valeurs  de  6  et  de  •>{/.  Or,  nous  avons 
vu,  dans  le  n®  69  du  livre  II,  que  si  l'on  nomme  y  l'in-* 
clinaison  de  l'orbe  d'une  planète  quelconque  L  sur  un 
plan  fixe ,  et  a  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  p 
comptée  à  partir  d'une  ligne  fixe,  le  produit  tang  y^vatt, 
est  exprimé  par  un  nombre  fini  de  termes  de  la 
forme,  B  sin  (i/-f-ff)  et  le  produit  tang  y  cos  a  par  la 
même  suite  de  termes  dans  lesquels  on  change  le  si- 
nus en  cosinus.  Nous  représenterons  la  première  suile 
par  2  •  B  sin  {b  ^+  Ç)y  et  la  seconde  par  2.B  cos(^ô^+Ç). 
En  observant  donc  que  l'inclinaison  y  étant  supposée 
très  petite ,  on  peut  prendre  cet  angle  pour  sa  tan-o 
gente,  on  aura 

j.sina=S.Bsin(i^+6),  5/cos(X=2  .Bcos(i^+^). 
Ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  (o),  donnent 

5^sin(a+4)='^*^^^°(*^+4+^)^ 

d'où  Ton  voit  que  pour  avoir  y  sin  (a +  4),  il  suffit 
d'augmenter  de  la  quantité  «4/  les  angles  des  diflFérens 
termes  de  l'expression  de  j/sina,  c'est-à-dire  qu'il 
suffit  de  rapporter  ces  angles  à  la  ligne  mobile  des 
équinoxes.  Nous  verrons  que  la  valeur  de  •>}/  se  com- 
pose d'un  terme  croissant  comme  le  temps  /,  et  d  une 
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suite  d'inégalités  à  longue  période  du  même  ordre  que 
la  quantité  B  ;  on  pourra  donc ,  si  dans  les  valeurs 
de  6  et  \|/  on  néglige  les  quantités  très  petites  de  l'or- 
dre B"",  substituer  à  l'angle  4»  dams  l'expression  pré- 
cédente,  le  moyen  mouvement  des  équinoxes.  La 
valeur  de  y  sin  (a +*>!,)  sera  exprimée  alors  par  un 
nombre  fini  de  termes  de  la  forme  B  sin(c/+^),  qui 
ne  différeront  des  termes  de  l'expression  de  sin  ^  sin  a, 
qu'en  ce  que  les  angles  ht  seront  augmentés  du  moyen 
mouvement  des  équinoxes.  On  prouverait,  de  la 
même  manière ,  que  y  cosfa  +  -vf/)  sera  composé  de 
la  même  suite  de  termes ,  dans  lesquels  on  changera 
seulement  le  sinus  en  cosinus;  d'où  il  suit  qu'on 
aura  généralement 

y  sm(cL  +%[/)  =  2  .Bsin(<?«  •+•  6) , 
y  cos(a  H-  4)  =  2 . B  cos(ct  +  C). 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (ri) ,  elles 
deviennent 

M  =—^ — J j.cosé.S.Bsin(c^  +  C), 

, ,      3/»»  J/  /aC— A— B\  r      ,  ,  cos*ô— sin*«  ^  ^      ,      .  ^"1  | 
^^=  -4;r\ g— )[^cosâ+       ^^^       .S.Bco6(c^+C)J, 

27.  On  peut,  dans  la  valeur  de  £3?9 ,  regarder  cos9 
comme  constant,  parce  que  les  termes  qui  résulteraient 
de  sa  variation  seraient  des  quantités  de  l'ordre  B^  que 
nous  négligeons  ;  on  aura  donc  en  intégrant 

9  =  A'4--7--(— ^r j.cos9,2.-  cos(c/-f-b), 

A'  étant  une  constante  arbitraire.  Pour  la  détenminer. 
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désignons  par  h  Finclinaisoo  de  l'éqùâteur  à  l'éclip^ 
tique  fixe,  lorsque  t  est  égal  à  zéro,  on  aura,  pour 
cet  instant 

4^  \,.  .    c       /  c 

En  faisant  donc  pour  abréger; 

on  aura,  aux  quantités  près  de  l'ordre  B^,      ^ .    f 

BZ 
fl  =  Â  — 2>.-.[cOS-(c/+Ç)—rCOsff].         (l) 

Passons  à  l'expression  de  ei>[/.  Il  n'est  j^Iué  perinis  i(i 
de  regarder  comme  constant  l'angle  fl  qui  entre 
dans  cette  différentielle ,  '  parce  qtie  ses  rariàtiom 
peuvent  devenir  sensiblé&P  dan&lk  valeur  de  *>[,.'  On 
voit>  en  effet,  qu'elles  y  produisent  des  tertiies 
qui  sont  du  second  Ordre  par  rapport  aux  forces 
perturbatrices,  mais  seulement  du  premier  par 
rapport  à  la  quantité  B.  Si  l'on  n'a  égard  qu'à*  ces 
termes ,  et  si  l'on  néglige ,  comme  nous  le  faisons, 
les  quantités  de  Tordre  B%  c'est  unîquèméiiï  dans  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  d\  qull  sera  nécessaire 
dé  considérer  la  variation  dé  l'angle  fl.  Nommons 
donc  S^  cette  variation  déterminée  par  la  première 
des  formulés  (;?),  ènî  wirlé  qu'on  ait'  9  =  A  +  crô;  en 
négligean t  lés  tfiiantîtéi  dé  rbrdre  cT *fl ,  on  aura ■  "''"'^\ 


-■}         .;i 


i       CQS  8 C=3 ,008 Av.{:I—^  langui ^ô)^ 
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oU'bito>  en  mettant  potir  eTfi  sei  yâlëttr^ 


cosô  =cos.ri  4-tang  A.2.~.cos(c^  +  Ç)  j. 

Si.  dans  le  pt'eniier  terme  dfe  l'expression  de  d-^^ 
on  substitue  cette  valeur,  et  si  l'on  remplace  par  /  la 
quantité  que  cette  lettre  représente ,  on  trouvera  . 

d^  =  r/+S.B^xotA/i+^.tang*À\cos(c«+^)l^ 

d'où  l'on  titt  y  ^n  intégrâitlt  -, 

4fitefo+fH-2.2.^xett*.(tH-^.tan^^^  .âin(rf+e) , 

/'étant  une  coostaqte  arbitraire.  Nous  prendroi^ 
pour  origixie  de  l'angle  4  et  des  autres  longitudes  ^ 
comptées  sur  le  plan  de  l'^cliptique  fixe^  l'cquini^xe 
4a  printemps,  à  l'époqub  d'où  Ton  compte  le  temps, 
en  soj!*te  que  4  ^^^  ^^  ^^  même  temps  que  t;'ou 
aura  ainsi 

.    o s=/'  +  2 . ^- .cot A.ri+ -^^étang*  Aj. sin  C 9 


,>..... 


çt  par  :  cQusequent  , 

^^:^  i/-i-S.  -  •cot  A.  C I + -^.tang*Aj  .[siD(c^-{-è)-sinQ.( 

Ces  valeurs  de  6  et  de  •>{/  serviront  à,  déterminer  left 
mouvemens  de  Vaxe  terrestre  par  rapport  aux  étoile; 
jointes  a  la  valeur  (p  =  «i  +  6,  elles  fournissent 
.     ■     i_-  j — Ax^ — ^-^essaires  pour  fiker  à  chaque 


I 
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instant  la  position  de  la  Terre  autour  de  son  centre 
de  gravité. 

:2d.  Il  est  important  de  remarquer  que  l'on  serait 
parvenu  àdes  formules  très  diiSerentes  des  précédentes^ 
si  l'on  avait  négligé  de  tenir  compte ,  dans  les  ya-f 
leurs  de  d&  et  di\^ ,  des  variations  séculaires  des  quan^^ 
tités  ysmx  et  ycoset.  En  effet ,  il  est  aisé  de  voir 
que  si  l'on  désigne  par  II  le  mojen  mouvement  de» 
équinoxes ,  en  sorte  qu'on  ait 

h  -4-  /=  c . 

les  produits  de  la  tangente  de  Ilnclinaison  du  plan 
de  l'orbite  de  l'astre  L  Sur  l'éclîptîque  fixe,  par  Icf 
sinus  ou  le  cosinus  de  la  longitude  dé  son  nœud, 
comptée  de  l'équînoxe  mobile,  seront  dàns^ ce  cas,. 

. ,    #  /  ■   , 

y  sm  (iH->J')=«S.BsmC/i+0  >    yoo8(«+4)=s=2.B'coç(^+C). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (72)  dû 
n®  tS  ,  et  en  leur  appliquant  ensuite  l'anâljse  précé- 
dente,  on  trouve 

4,  =  Û  -f  2 .  B  cot  A  [shi(/r 4-  Ç)  ^  sitig].  j  w) 

Ces  formules  ont  été  4û;nnées  d'abord  par  Lagrange 
dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour  l'année  1800,  et  on 
les  retrouve  dans  plusieurs  ouvrages  d'Astronomie 
qui  ont  paru  depuis  ;  on  voit  qu'elles  dérivent  natu- 
rellement des  valeurs  de  ô  et  de  4  ^  ^^  ^^  >  ^^  sup- 
posant qu'on  a  égard,,  dam  ces  valeurs,  à  l'aplatisse- 
ment de;  la  Terre,  W  tant  qu'il  produit  la  précesâidp 

16  •% 
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moyenne  /^  des  équinoxes ,  mais  qu'on  pent  négliger 
l'effet  de  cet  aplatissement  combiné  avec  le  dépla- 
cement séculaire  du  plan  de  l'orbite  de  l'astre  L.  Or, 
cette  hypothèse  n'est  passuflfisamment  exacte,  et  l'on 
verra  plus  bas  que  les.  formules  {q)  ne  peuvent 
servir  que  pendant  un  siècle  au  plus,  à  partir  de 
l'époque  d'où  Ton  compte  le  temps  t^  mais  qu'au- 
delà  elles  donneraient  des  résultats  fort  difféi^ns  des 
phénomènes  observés. 

29.  Nous  avons  rapporté  jusqu'ici  les  angles  9  et  %(/ 
à  un  éclîplique  fixe  ;  mais  pour  comparer  la  théorie 
aux  observations,  il  faut  avoir  les  valeursf.de  ces 
angles  par  rapport  a  l'écliptique  mobile,  puisque 
c'est  en  effet  de  ce  plan  que  nous  les, observons.  Sup- 
posons que  Tastre  L ,  dont  nous  avons  considéré  l'ac- 
tion sur  le  sphéroïde  terrestre,  soit  le  Soleil ,  et  con- 
sidérons le  triangle  formé  sur  la  surface  d'une  sphère 
décrite  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  avec  un  rayon 
arbitraire,  par  l'écliptique  fixe,  l'équateur  et  le  plan 
mobile  de  l'orbe  solaire ,  ou  l'écliptique  vraie.  Si  ron 
désigne  par  fl'  l'inclinaison  de  l'équateur  à  l'écliptique 
vraie,  les  trois,  angles  de  ce  triangle  seront  6,  y^ 
iSo^ —  9',  et  l'arc  a  +  4  sera  le  côté  opposé  à  l'angle 
180®  —  9';  on  aura  donc,  pour  déterminer  cet  angle, 

cos  9'  =  cos9  cos^^ — ^^%i 6  sJn y  cos  (a+4  )• 

tette  équation  donne,  aux  quantités  près  de  l'ordre  v, 
6'  =  9;  si  l'on  néglige  seulement  les  quantités  de 
l'ordre  5.*,  on  a 

cos  9'  =  cos  9 — sin9»5<cos(a+4)^ 
d'où  l'on  tire,  en  substituant  potir  t^cos  {(^^^)ySià 
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valeur,  et  en  négligeant  toujours  les  quantités  du 
second  ordre, 

8'  =  9-h2.Bcos(c«  +  ff).  (3) 


/ 


Désignons,  dans  le  même  triangle  sphérique^  par  x, 
le  côté  oppose  à  l'angle  y ,  nous  aurons 

sin  X  =  — - — . — } •  ( r) 

Nommons  4'  ^a  distance  de  l'intersection  de  Vëqua- 
ieur  et  de  Técliptique  vraie ,  projetée  sur  l'écliptique 
fixe,  à  l'origine  invariable  d'où  l'on  compte  Tangle 
4/  sur  ce  dernier  plan,  et  considérons  le  triangle 
sphérique  rectangle  dont  x  est  l'hypoténuse,  et  dans 
lequel  fl  est  l'angle  adjacent  au  côté  4  —  vj/',  nous 
aurons 

tang  (4  —  40  ■=  cos  9  tang  x. 

La  supposition  de  >  =  o  donne  ar  =  o  ^  et  par? 
conséquent  4'  =  4*  ^^  ^'^^  substitue  pour  tang  x  s4 
valeur  tirée  de  l'équation  (r),  et  qu'on  néglige  seule- 
ment les  quantités  de  l'ordre  y*,  on  trouvera 

tang  (4 — 40  =  ^^*®->Ksin(a  +  4)  j 

d'où   l'on  tire,  en  mettant .  pour  y  3inc(a-f-4)^ 
valeur  et  négligeant  les  quantités  Àvt  second  ordre  » 

4'=4— cot/i2,B;§iu(c«rf-e).;  (4).   , 

Nous  avons  représente  par' ^'Tinclitiàiàoô* de  Fé^ 
cliptîque  vraie  sur  Técliptiqûé  fixë;"|*at  t^'é<]fttàf!dni' 
(A:),   on  a  généralement  ^^'^*' 
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>»  =  [2.Bsin(c^+^)]»+[2,Bcos(c^+^)]*. 

Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  Tëcliptique  au  com- 
mencement du  temps  t;y  sera  nul  pour  cette  époque, 
puisque  alors  l'ëclipticpie  vraie  coïncide  avec  Téclip- 
tique  fixe  ;  ou  aura  donc 

2«Bsinf=:o^  S.Bcos^^so. 

Cela  posé ,  si  dans  les  équations  (5)  et  (4)  ^  on  rem- 
place 0  et  ^  par  leurs  valeurs  données  par  les  for- 
mules (i)  et  (a),  qa  îiura,  ppur  détermiper  ^  et 
-^l'y  le^  deux  fprmujes  ai^iysintes  : 

ft'  ^h—  2.?^^=^.[cos(c< 4t f )— cosff],  1 

4'===//+2.?!^xotA.(i+^aang*A)[sin(c/+^^ 

lè»;  constantes  A  et  /  ayant  la  même  si^ifîcation  que 
dans  k  n°  27. 

3o.  G^  formules  sont  celles  que  nous  emploierons 
pour  déterminer  les  variations  d'obliquité  de  Féclip- 
tique  vraie  ^  et  la  précession  des  équinoxes  relatives 
à  ce  plan.  Pour  les  comparer  à  celles  qu'on  obtien- 
drait ei^  négligeant  Tefiet  àa  l'aplatissement  de  la 
Terre  combiné  a?ec  lé  déplacement  séculaire  de  l'é^ 
cliptique^  substituons  dans  les  équations  (3)  et  (4) 
pour  9  et  4  *  leuris  valeurs  données  par  les  équations 

(?i^  ^*:  qÇlîPWftÇSr  Ç^^^^  prççéd^rnmçpt ,  h  Vobli- 
^?ît^i4fi  VwKptîque  lorsque  ^  çsjt  nul;  noiis^nron^ 
ainsi 


6'  =A+2.B[éos(o<-f  ^)— •«>s(/<H-f j],     I 
4,'==  fe— 2 .  Bcot  A[8m  (rt-K) — sin  (fo+  5).  J  W 

Ce^  f<H*mule$  s'accori^nt  aasesi  bien  avçc  les  préçé^ 
dentes ,  lorsque  le  temps  t,  quç lo^  suppose  eupri-r 
mer  un  nombre  d'années  tropiques  ^  n'excède  p^ 
cent;  elles  donnent  également  çn  effet ,  en  le$  déye^ 
loppant  par  rapport  à  ^  ^  et  ^n  négligeant  l^s  termM 
de  l'ordre  t^,  pour  la  variatÎQn  de  l'obliquité  de  l'é^^ 
cliptique , 

JG'=^S.(/  — €?)Bsinf; 
^lais  ces  formules  différent   beaucoup  lorsque  1^ 
nombre  t  es^  de  plu^if  urs  mille ,  parce  qu'il  n'est  pln^ 
permis  alors  d^  négliger  les  term^  dépendant  4v 
carré  du  temps. 

Si  la  Terre  était  spbérique^  )e^  açtion^  des  auti^ 
corps  du  systèm/Q  n'auraient  auçui9e  influence  ^jijp 
les  mouvemens  de  sçn  ave derpUtion,  pui^ue  leur 
résultante  psisseroit  exactement  d^M  ce  ç^  p^p  ispii 
centre  dp  grayité,  Jy^  trpis  mom^ns  d'inertie  priuçir 

p4ux  du  sphéroïde  terrestre  ser^içpt.  alprs  ég^uf 

entre  ewxi  W  aurait  p^r  conséquent  Içt^o,  ce  q^ 
donne  c=^b,  et  les /valeurs  de  6'  et  4'  se  réduiraient 
au?c  sftiv^nfcçs  :       . 

fl'  =:A4.S.D[cos(*/  +  €)— co^g], 
4'  =  — 2.BcotA[stn(A/4^gX— sinô]. 


•  }  r      •  \ •  ^        !»•• 
».        '     »     •.  t    t 


Ces  éqq^tions  di^ternair^^qt,^  V4I?UMQ9  4?  Voblûf^j^^ 
de  l'éclipliqw  ^X']^.ff;^f^em9»4fii  é<|u^«qi;es  qui  atti- 
raient }k^  t^xh  ^vA  «$^Ad«;4iépl9smwnl!^4'ovti« 
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solaire ,  résultant  de  l'action  mutuelle  des  différent 
corpft  du  système.  En  Içs  comparant  aux  formules 
(5),  on  voit  que  Faction  du  Soleil  et  de  la  Lune 
sur  le  sphéroïde  terrestre  change  considérablement 
les  lois  de  ces  deux  phénomènes  ;  mais  celte  différence 
ne  devient  sensible  qu'après  un  grand  nombre  d'an- 
nées. En  effet,  la  valeur  précédente  de  G'  donne,  pour 
la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique,  en  négli- 
geant les  quantités  de  l'ordre  i*, 

crfl'  =  — ^S.iBsinÊ. 

Cette  valeur,  en  observant  que  l'on  a  — b=:l — c^ 
coïncide  avec  celle  que  nous  avons  tirée  des  formules 
(5)  et  (s).  La  variation  séculaire  de  l'obliquité  de 
récliptique  est  donc  la  même  pour  les  temps  voisins 
de  l'époque ,  que  la  Terre  soit  supposée  s'éloigner  ou 
non  de  la  figure  sphérique;  mais  cette  variation  est 
fort  différente  dans  les  siècles  suivans,  et  dans  les 
suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  les  masses 
des  planètes ,  l'étendue  entière  de  la  variation  de  l'o- 
bliquité de  récliptique  est  réduite  par  l'action  du 
Sbleil  et  de  la  Lurie  sur  le  sphéroïde  terrestre ,  à  peu 
près  au  quart  de  la  valeur  qu'elle  aurait  sans  cette 
action.  i     -  '     ' 

3 1 .  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  l'influence 
du  Soleil  sur  les  déplaçemens  de  l'équatcur  terrestre  j 
considérons  maintenant  celle  de  la  Lune.  11  est  clair, 
d'après  l'analyse  précédente,  quç  l'action  de  la  Lune 

ajoutera  aux  vâflétrrs  dél5  et  de  -x}^  des  termes  sem- 
-blables  à  ceux  titie  produit  Tactiofa  du  Soleil;  maïs 
une  circonstance  jmrtfciilîère  au'titouveâtnent  de  cet 
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astre  contribuera  à  simplifier  ces  expressions.  L'ob- 
servation montre  que  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbe 
lunaire  à  Fécliptique  vraie  est  à  peu  près  invariable; 
il  y  a  donc  de  l'avantage  à  introduire  cet  angle  à  la 
place  de  l'inclinaison  sur  Fécliptique  fixe  dans  les 
formules  (i),  (3)  et  (5).  Pour  y  parvenir,  désignons 
par  y  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune  sur  Féclip- 
tique fixe,  et  par  a'  la  longitude  de  son  nœud, 
comptée  de  la  ligne  fixe  qui  sert  d'origine  à  l'angle 
•Np ,  en  sorte  que  <x'  +  4  sera  cette  même  longitude 
comptée  de  l'équinoxe  mobile.  Soit  s  la  longitude 
de  la  Lune  comptée  de  la  même  ligne  fixe  sur  Fé- 
cliptique invariable.  Il  est  aisé  de  voir  que  les 
latitudes,  par  rapport  à  Fécliptique  fixe  et  à  Féclip- 
tique mobile,  seront  respectivement,  aux  quanti- 
tés près  du  second  ordre ,  tang  y^  sin  (s  —  a')  et 
B'sin(5  —  a'),  en  désignant  par  B'  la  tangente  de 
l'inclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  l'éclip^ 
tique  vraie  ;  mais  si  la  Lune  était  en  mouvement  sur 
le  plan  même  de  cette  éclîptique,  sa  latitude  au-des- 
sus de  Fécliptique  fixe  correspondante  à  la  même  lon- 
gitude s,  serait  tang  ^/ sin  (5 — a).  Cette  dernière 
latitude  est  à  très  peu  près  égale  à  la  différence  des 
deux  premières  ,•  on  aura  donc 

tang  y  sin  {s — a)  ==  tang^  sin  {s — ceT)  —  B'sîn  (s  — a'), 

d'où ,  en  supposant  successivement  s  égal  a  zéro ,  et 
s  égal  à  un  angle  droit,  et  substituant  les  angles  y 
et  y  a  là  place  de  leurs  tangentes,  on  tire 

y^in  ^'  =■!(  sin  a  -f-  ^'  ^^^  *^ 
y èosoc'sss  y  cos  a -f-  B'  cosa'. 
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Gela  posé»  les  quantités  y'  sin  (^^  -+»  >|/)f  et 
y  cos  (a'  •+■  4  )  représentant  les  produits  de  l'in- 
clinaison de  Torbe  lunaire  sur  l'écliptique  fixe  multi- 
pliée par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  longitude  de  son 
nœud ,  comptée  sur  le  même  plan  à  partir  de  Té- 
quinoxe  mobile ^  on  aura,  en  les  développant, 

y'  sin  (a'+  4)  =  >'  ^^^  *'  •  cos  4  +  >'  ^^^  *' .  sin  4  ^ 

y  cos  («'+4)  ^^y  ^^^  ^  •  c^^  4  —  y*  ^^^  ^ .  sin  4  • 

Si  l'on  substitue,  dans  ces  expressions,  pour  y  sin  ad 
et  pour  y'  cos  et'  leurs  valeurs ,  on  trouvera 

y'  sin  (a'+ 4)  =  7  sin  (a  -|-  4)  +  B'  sin  («'+  4)» 
>'cos(a'+4)  =  7  cos(<x4-  4)  +B'cos(a'-|-  4)« 

Désignons  par  L^  la  masse  de  la  Lune ,  qt  par  ci  ^ 

moyenne  distance  à  la  Terre,  et  faisons  -7^  =  Xm*, 

eu,  SQrte  que  h  désigne  le  rapport  de  l'action  de  la 
Lune  à  celle  du  Soleil.  Il  est  clair  qu'il  suflUra,  pour 
avoir  égard  à  l'action  de  }a  Lune  1  de  substituer  A/ti^ 
k  la  plficç  de  m*^  et  Içs  seconds  ^lembres  dps  équa- 
tions précédentes,  à  la  pUce  de  j^sin  (a+4)ctd^ 
j<  cos  (et  4- 4)  dans  les  fprnmles  («).  Qu'on  désigne 
par  cU  +  C^  la  valeur  moyenne  de. la  longitude  du 
nœud  de  l'orbite  lunaire,  comptée  de  Téquinoxe 
mobile ,  la  seule  h.  laquelle  il  soit  nécessaire  d'avoir 
égard,  ce  qui  donne  et' +  4  =^  ^'^  +  ^'î  qu'on  in- 
tègre ensuite  les  équations  résultantes,  en  remarquant 
qu'on  peut ,  dan3  la  partie  relative  aux  déplacen^eos 
de  Torbe  lunaire,  regarder  9  comme  constant  et 
égal  k  h}  qu'on   change  de  plus  /  en  (i  +  A)/,  ou. 


pu  SYSTÈME  DU  MONDE.  iiSi 

comme  l  est  arbitraire,  qu'on  suppose  que  cette  cons- 
tante représente  désormais  cette  quantité ,  ce  qui 
dpnne 

/  =  3^L±^.(^:z5).cosA,      (6) 

on  au^a ,  en  vertu  des  actions  combinées  de  la  Terre 
et  du  Soleil, 

fl    =  A— 2.  — .[COS  (C^+C)— COSC] ,  "  .  C08  [pt+Ç) , 

^^/  =r/^  +  S .  —  .  cot  7i/i  -I ^.Ung'A^  fsin  {pi  +  f)  -r- flin  S] 

+  -77 — 7 — - .  cot  2Â .  sîn  (c'i + C) . 

Dans  ces  formules,  /i  représente  l'inclinaison 
moyenne  de  l'équateur  à  l'écliptique,  ou  l'obliquité 
apparente  de  l'écliptique  à  l'époque  ou  l'on  fait  com^ 
mencer  le  temps,  et  /  le  moyen  mouvement  des 
équinoxes  à  la  même  époque. 

D'après  le  sens  dans  lequel  est  compté  l'angle  4»  ^"^  ^  ^ 
on  voit  que  le  mouyement  des  équinoxes  sera  rétro* 
grade,  si  cetangle  croit  avec  le  temps  I  ;  or,  le  premier 
terme  de  sa  valeur  surpasse  tous  les  autres,  et  C  étant 
le  plus  grand  des  trois  momens  d'inertie  du  sphéroïde" 
terrestre,  /  est  néceissairement  une  quantité  positive | 
te  mouvement  des  équinoxes  est  donc  rétrograde  à  lai 
fois  sur  l'écliptique  fixe  et  $ur  l'écliptique  vraie. 
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Telles  sont  les  valeurs  de  fl,  «4/,  6',  4'  9^* 
résultent  de  Faction  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le 
sphéroïde  terrestre ,  et  les  formules  précédentes  sont 
celles  qu'il  faudra  employer  pour  déterminer  les 
déplacemens  de  son  équateur.  La  première  partie 
de  cçs  formules  donne  la  variation  séculaire  des  an- 
gles fl ,  •>[. ,  G'  et  \j/'  ;  leur  dernier  terme  est  périodique 
et  dépend  du  mouvement  des  nœuds  de  Torbe  lu- 
naire ;  sa  période  est  d*envîron  dix-huit  ans.  C'est  lui 
qui  constitue  spécialement  ce  balancement  particu- 
lier de  l'axe  terrestre  que  Bradley  a  le  premier  dé- 
couvert, et  qu'il  a  nommé  sa  nutation. 

52.  ExamînonsTinfluence  du  mouvement  des  équi- 
noxes  et  des  déplacemens  de  l'équateur  sur  la  lon- 
gueur de  l'année  tropique  et  sur  la  durée  du  jour 
moyen.  L'espace  de  temps  qui  s'écoule  entre  les  re- 
tours du  Soleil  au  même  équinoxe  ou  au  même  sols- 
tice ,  forme  l'année  tropique  ;  Tintervalle  compris 
çntre  deux  de  ces  retours  aux  mêmes  étoiles  forme 
l'année  sidérale.  Si  les  équinoxes  étaient  fixes ,  l'an- 
née tropique  serait  égale  à  l'année  sidérale;  maisr 
çomnie  ils  ont  sur  l'écliptique  un  mouvement  rétro- 
grade ou  contraire  au  mouvement  propre  du  Soleil , 
il$  s'avancent  au-devant  de  cet  astre,  et  resserrent 
l'espçice  qu'il  avait  à  parcourir  pour  accomplir  sa  ré- 
volution. On  aura  la  durée  de  l'année  tropique  en 
retranchant  de  l'année  sidérale  l'arc  parcouru  pen- 
dant ce  temps  parl'équinoxe  sur  l'écliptique  vraie  ré- 
duit en  temps ,  à  raison  de  la  circonférence  entière 
pour  une  année.  Soit  donc  T  l'année  sidérale ,  la 
longueur  4^  Tannée  tropique  sera 
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L'année  sidérale  est  de  565^,256584;  le  moyen  mou- 
vement des  équinoxes  dans  ce  siècle  est  de  5q',5757  ; 
Tannée  sidérale  surpasse  donc  Tannée  tropique  de 
ofyOï^igj.  Mais  comme  le  mouvement  des  équinoMS- 
est  variable ,  la  longueur  de  Tannée  tropique  change 
dans  les  différens  siècles  ;  elle  est  maintenant  d'envi- 
ron 9"  plus  courte  qu'au  temps  d'Hipparque.  -'■ 
On  distingue  en  Astronomie  trois  espèces  de  jourd*:'- 
le  jour  sidéral ,  le  jour  solaire  et  le  jour  moyen*  Le 
jour  sidéral  est  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule 
entre  les  retours  d'une  même  étoile  à  un  méridien 
donné.  Le  jour  solaire  se  mesure  par  les'passages  suc- 
cessifs du  Soleil  par  le  même  plan.  Si  Ton  imagine 
dans  le  plan  de  Téclîptîqùe  Xxn  Soleil  fictif  qui  se 
meuve  d'un  nlouv'énrtent  uniforme  et  passe  au  pérîgée, 
et  à  l'apogée  en  niême  temps  que  le  Solefl  véritable;' 
que  Ton  imagine  ensuite  dans  le  plan  de  Téquateur  uni 
troisième  Soleil  qui  passe  par  Tequinoxe* du  printemps 
en  même  temps  que  le  second,  et  qui  se  meuve  uni- 
formément, de  manière  que  les  distances  angu-- 
laires  de  ces  deux  astres  fictifs  au  même  équinoxe 
soient  constamment  égales  entre  elles,  l'intervalle  de 
deux  retours  consécutifs  de  ce  troi^ièmei  Soleil  ^a 
méridien  sera  ce  qu'on  appelle  le  jour  moyen;  ;  Le 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour^ de  son 
axe  étant  uniforme^  n**  oo^  et  Je  moyen  mouvement  du 
Soleil  dans  son  orbite  étant  invariable,  n*  61 ,  liv.  II, 
la  duré^^u  jourEnoyen^sèrait  constamtev  ^i  Tobliquiie 
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de  l'écliptique  était  toujours  la  même  et  si  le  mou- 
vement des  équinoxes  était  uniforme  :  les  variations 
auxquelles  elle  peut  être  assujettie  ne  dépendront 
donc  que  des  variations  séculaires  de  l'obliquité  dô 
Vécliptique  et  de  la  précession  des  équinoxes. 

Pour  les  déterminer^  considérons  la  marche  du 
Soleil  fictif  que  nous  avons  supposé  en  mouvement 
sur  le  plan  de  l'équatedr.  Soit  v  la  vitesse  dont  cet 
asire  est  animé  ^  s  sa  longitude  comptée  de  l'inter- 
section de  lequateur  avec  l'écliptique  fixe.  La  posi- 
tion de  cette  ligne  varie,  et  son  mouvement  rétrograde 
projeté  sur  le  plan  de  l'équateur  sera  d'^.cosbj^iX'^ 
dant  l'instant  dt;  on  aura  donc,  à  la  fin  de  cet  ins- 
tant, 

Nommons  s^  la  diatance  du  mêm.e  Soleil  à  l'équinoxe 
réel,  c'est-à-dire  à  l'iatersection  de  lléquateur  avec 
récliptique  vraie  ;  s  —  /  èera  l'arc  compris  sur  l'équa- 
teur entre  l'équinoxe  réel  et  Téquinoxe  relatif  à 
l'écliptique  fixe.  Nous  avons  désigné  par  x  ce 
même  arc  dans  le  n**  ag;  on  aura  donc,  à  très  peu 
près , 


S' 


sin 


6 


ffoù ,  en  différenciant  et  mettant  pour  ds  sa  Valeur, 
en  tiré 

li-'^^dï'^^^^ ^lb~tf • 

■  ••  ■  • . 

SoLb  pit  le  tàeuirinDieot  aiig^     dvseocmd  Soleil ,  oo 
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de  l'a&t^  fictif  qui  ^e  njieut  uniforûiément  sur  le  plan 
de  Téclipt jque  yraie  ;  la  vitesse  de  ce  Sioleil ,  par  rap«^ 
port  à  une  lijgne  fixe^  sera  m.  Lequinoxe  réel  a^  re- 
lativement à  la  même  ligne ,  une  vitesse  rétrograde 

-j-  ;  la  vitesse  du  second  Soleil^  par  rapport  à  cet 

équinoxe,  sera  donc  m  -+*  -^r .  Or>  d'après  la  défini- 
tion du  temps  moyen,  ïl  est  clair  que  cette  vitesse 
doit  être  égale  à  -^  ;  on  aura  donc,  pour  déterminer 
V,  l'équation 

vss  /7l+  -j7  —  -jj.Côsfl  H T-— ^. 

al         ai  sin  0 

Nous  avons  ,  par  le  n*  29 , 

-—-  =  ^ —  cosôé2*Bc,cos(ci'+-^), 
on  aura  donc 

VOS  m4<I*--C08fl).-^4*(^^^-^^^^ 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  pour  d*^  sa 
valeur,  et  si  Ton  met  A  à  la  place  de  8>,  on  trouve 

T  =  m  ^-  (i  —  008 h).l — sîn  A. lî . —  .cos (ci+t) 

I  ^*^  ùOB  h 

+ -^jf^-S.'Bc.cQfCç^+C),     ,. 
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Nous  avons  désigné  par  n  la  vitesse  de  rotation  de 
la  Terre,  et  nous  avons  vu  que  cette  vitesse  était 
invariable  ;  il  s'ensuit  que  n — v  est  la  vitesse  relative 
dont  un  méridien  quelconque  de  la  Terre  est  animé 
par  rapport  au  Soleil  moyen  qui  se  meut  sur  Téqua- 
teur;  si  l'on  nomme  donc  Ç  la  longitude  de  ce  méridien 
comptée  de  ce  point,  on  aura  Ç'r=y(«  —  v).û&.,  ou 
bien  en  substituant  pQur  v  sa  valeur  et  en  effectuant 
l'intégration  indiquée^ 

Ç  =  Q/i  —  m — (i — cosA).r].<  +  sin  A.S.— ^.sin(c/-f-b) 

c 

—  (i  —  cosJi).S.    ( /).tang^+/cotA     .  — ,sin(ci+ 

I     COS   h  -r»         .         r  I       i«»x 

: — r .S.B.Sin  (c^+b). 

sin  n  ,  ...  - 

•  .•»■•■ 

L'intervalle  de  temps  pendant  lequel  cet  angle 
croît  de  56o**  forme  leKjour  moyen  solaire;  on 
aura  donc  sa  variation  séculaire,  en  retranchant  la 
valeur  deÇ",  déterminée  pour  une  époque  donnéè^de 
sa  valeur  à  une  autre  époque.  On  verra  que  cette  va- 
riation ne  s'élèverait  pas  à  quelques  minutes  dans  une 
période  de  plusieurs  millions  d^années,  et  que  par 
conséquent  on  peut  se  dispenser  d'y  avo^r  égard. 

55;  Réduisotis  '  en  non^res  les  précédentes  ' fôr- 
mules,  pour  les  comparer  aux  observations.  Pour  cela, 
considérons  d'abord  les  quantités  Z .  B  sin  (bt  -f-  S)  et 
2.Bcos(i^  +  ^)  qu'elles  renferment  et  qui  repré- 
^  ^entent  l'inclinaison  de  l'écliptiqûe  vraie  sur  Téclip- 
tique  fixe ,  multipliée  respectivement  par  le  sinus  et 
le  cosinus  de  la  longitude  de  sdn  noeud. Ces  quantités 
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correspondent  à  celles  que  nous  avons  désignées  par 
p  et  q  dans  le  u?  69  du  livre  II  ;  on  aura  donc 

p  =  l..Iism(bt  +  €),.    q  =  l..Iicos(bt+S). 

La  détermination  exacte  des  valeurs  de  p  et  q  dé- 
pend d'un  calcul  très  compliqué,  et  suppose  une  con- 
naissance parfaite  des  masses  planétaires  ;  il  reste  en- 
core trop  d'incertitude  à  cet  égard ,  pour  qu'on  puisse 
employer  la  méthode  que  nous  avons  présentée 
n**  69,  livre  II,  dans  la  recherche  qui  nous  occupe. 
Mais  comme  les  inégalités  séculaires  de  ces  quantités 
croissent  avec  une  extrême  lenteur ,  on  peut  les  sup- 
poser développées  suivant  les  puissances  du  temps  , 
conformément  à  ce, que  nous  avons  dit  dans  le  n^  cité, 
et  les  •  résultats  que  l'on  obtiendra  ainsi  pourront 
s'étendre  à  mille  ou  douze  cents  ans  avant  ou  après 
l'époque  que  Ton  aura  choisie ,  ce  qui  suffit  aux  be- 
soins de  l'Astronomie.  En  prenant  pour  plan  fixe 
celui  de  Técliptique  au  commencement  de  ij5o,  et 
fixant  à  cette  époque  l'origine  du  temps  t,  M.  Bou- 
vard a  trouvé,  d'après  les  données  les  plus  exactes 
que  nous  ayons  sur  les  masses  des  planètes , 

p=:       ^.o",o663i4-|-iVo",ooooi8658, 
9  =  —  «•o",4569i7  +  i^.o",  000006741^ 

t  exprimant  un  nombre  quelconque  d'années  ju- 
liennes. 

Si  l'on  développe  les  valeurs  de  p  et  ç\  par  rapport 
au  temps ,  on  aura 

Tome  II.  17 
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/?  =  2.Bsin^+ï.2.Bôcos^ .S.B^'sin^, 

y  =  2.Bcosff — i.S.BèsinS •2.Bi*cosff. 


Ça  comparant  ces  valeurs  aux  précédçntes,  on  trou- 
vera 


34-  Cela  posé,  dévelbppons  tes  Valeurs  de  &,  «>[,,  ft', 
*4*.ën  ayant  égard  aux  termes  dépendans  du  carré  du 
teihpâi.  Prêtions,  potir  plan  fixe,  delut  de  récKptrque 
en  lySo,  l^rigînedu  temps  étant  fixée  au  i"*  janvier 
de  la  méttie  amiée ,  ce  qui  donne  2 .  B  sin  ^  ==  ô ,  et 
•2 .  B  cos  C  =  ô.  Si  pour  abt^ger  on  fait  c^iP-f- 6^  =i±  A, 
et  qù^on  observe  (^[tié  céi^t-^b,  en  négligeant  dans 
un.é  préffiière  dp^ôxiinatioti  les  quantités  dé  Tordre 
âvk  carré  dés  ftircesl  perttiribâtrfces ,  éé  qui  néVîént  k 
l'ega^eh  0  cotnmè  éohstatlt  dans  les  équations  dîffé- 
Yehtîeltes  du  n*  û6,  on  âui'a 


<• 


6'=A~-*.3;.B6sin€— -.s.B.(/4.i).icosC ,,         ;.cosA, 

c(i-fA)  » 

+  -7T r.cot  2«.sin  A. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  dans  ces  formules, 
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à  la  place  des  constantes  qu'elles  renferment ,  leurs 
valeurs  résultantes  des  observations.  Si  l'on  fait  abs- 
traction de  la  partie  périodique ,  h  désigne  l'obliquité 
de  l'écliptique  à  Féquateur,  au  commeocement  de 
I  ySo  ;  la  constante  /  dépend  des  trois  momens  d'i« 
nertîe  du  sphéroïde  terrestre.  La  figure  et  la  cons- 
titution du  globe  sont  loin  d'être  assez  bien  connues 
pour  qu'on  puisse  déterminer  directement  cette  cons- 
tante; mais  en  diflFérenciant  la  valei^r  de  4';  et  sup- 
posant ^  =  o  dans  sa  différentielle  ^  on  a 

c'est  l'expression  de  la  précession  moyenne  des  éqoi- 
noxes  pendant  une  ànhée  julienne^  pour  l'époque 
où  cqmmence  le  tiewps  t  :  on  peut  dcivio , .  inu  wHsus/tvi 
de  l'équatioa  précédetite,  déduire  la  iraient  de.  Z:de: 
celle  de  cette  préçessiion,  donnée :pmr  les  ^JbseinraticBis^; 
La  précession  annuelle,  était  en  1750  de  <5o'^^Si^57ii>? 
par  conséquent , 

/  —  cot  A.2.Bôcosb  =  5o", 3757a. 

L'obliquité  de  Técliptique  è  la  même  époque  était 
de  33°38'  i8''î  on  aura  d(onc 


Le  rapport  p  de  l'action  de  la  Lune  à  celle  4^  So- 

leil  est,  d's^pres  le9  o))servatÎQns  des  mat>ée8/:2i^5533>: 
par  conséquent //   1    ;r  :  '         ....  - 


■  T  •  \.' 


•     • 
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,    A=  2.35355. 

.-.'■"■  * 

La  constante  B'  est  la  tangente  de  l'inclinaison 
moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  Técliptjique  vraie. 
Celte  inclinaison  est  de  5''8^49'^  ;  on  a 

logB' =8.9545973; 

<?'  est  le  moyen  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune 
pendant  l'unité  de  temps ,  c'est-à-dire  pendant  une 
année  julienne  ;  ce  mouvement  est  rétrograde  et  de 
19^21 '21'^,  d'après  les  observations.  En  réduisant  cet 
arc  en  parties  du  rayon  ,  on  aura 


»..•»«*» 


c'  =z —  0.55782, 

:^Ëflfinf  m.éti^nt  le  moyen  mouvement  du  Soleil 
pendant  Fanbéê  sidérale  de  365^^  25638,  pour  le  rap- 
pei!lâr.àlit  Même  imité  de  temps  que  les  valeurs^'pré* 
cedentés,  an  fera  }a  proportion 

565/, 25658^:  56o°  ::  565^25  :  m, 

•  ^    •  ■  '  p     ■ 

d'où  l'on  tire 

D'après  c^  données,  on  troiQVQra  pour  les  valeurs 
de  ô,  fl',  4  et  4',  après  un  nombre  quelconque  ^d'an- 
nées juliennes  comptées  de  1 750  , 


r  I 
■  I  • 


fl  =  23*28' 18"+  ^.  ©",0000080978 +9",426.cos  A, 
6'  =23»28'i8''— ^.  o'',4569i7— ^».o>oooo2357+9';,426.cosA, 
^  jia/.  50^52844— «*. 0^6010427— i7"6i5.sîn  A, 
4.'=:^.5o'',37572  +  ^.o",oooio9758— i7%6i5.8inA. 
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Ges  formules  serviront  à  déterminer  l'obliquité  de 
récliptique  et  la  précession  des  équinoxes  dans  l'in- 
tervalle de  mille  ou  douze  cents  ans  à  partir  de 
l'époque  de  1760,  en  ayant  soin  de  faire  t  négatif  pour 
les  temps  antérieurs  à  cette  époque. 

35.  On  peut^  parles  variations  observées  dans  Tas- 
cension  droite  et  la  déclinaison  des  étoiles,  déterminer 
directement  celles  de  ô  et  de  4  ;  c'est  ainsi  que  Brad- 
ley  a  trouvé  le  coefficient  de  cos  A  ou  de  la  nutation  : 
ce  coefficient,  selon  lui ,  serait  de  8^,997 .  Maskelyne, 
en  discutant  avec  plus  de  soin  les  observations 
qui  avaient  servi  à  Fétablir ,  l'a  trouvé  de  9^,449^  ^^9 
suivant  M.  Brinklej,  il' est  de  g",25o.  Ces  dernfers 
nombres  se  rapprochent  beaucoup  du  coefficient  de  la 
théorie,  et  la  différence  est  dans  les  limites  dès^erreurs 
des  observations.  Il  suffirait ,  pour  la  faire  disparaître, 
de  changer  un  peu  la  valeur  de  A,  que  nous  avons  sup- 
posée égale  à  2.55553.  Laplace ,. d'après  les  obser- 
vations des  marées,  avait  d'abord  trouvé  cette  valeur 
égale  à  5;  il  a  été  obligé  ensuite  de  la  diminuer 
beaucoup,  ce  qui  la  rend'plùs  concordante  avec  celle 
qui  résulte  de  plusieurs  autres  phénomènes.  La  valeur 
de  X  que  nous-  avons  adoptée  d'après  lui^  donne 
pour  la  masse  de  la  Lune  ^  de  celle  de  la  Terre  ;  elle 
est  peut-être  encore  un  peu  trop  forte. 

L'une  des  observations  les  plus  anciennes  qui  nous 
soient  parvenues ,  est  l'observation  chinoise  citée 
dans  la  quatrième  édition  de  VExposition  du  Sjrs^ 
terne  du  Monde  ^  et  qui  se  rapporte  à  l'an  1 100  avant 
lere  chrétienne.  Selon  cette  observation ,  l'obliquité 
de  récliptique  était  alors  de  35°54'3";  c^est  la  valeur 
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de  Q',  abstraction  faite  de  la  partie  périodique.  Pour 
remonter  à  cette  époque,  il  faut  faire  i=s  —  2SS0 
dans  les  formules  précédentes  ;  on  trouve  alors ,  en 
ne  oonéidcrant  que  la  variation  séculaire , 

0'=:i3<>49'4i^ 

La  différence  entre  la  théorie  et  l'observation  est 
donc  de  4^19';  elle  semble  indiquer,  dans  rçbligoité 
de  récliptique ,  une  diminution  plus  rapide  qut  nous 
ne  la  supposons.  Au  reste,  cette  différence  paraitrabien 
petite ,  si  l'on  considère  l'incertitude  de  l'époque  pré- 
cise de  cette  ancienne  observation,  et  Tinexactitude 
des  résultats  du  gnomon  qui  lui  ont  servi  de  base* 

36.  On  a ,  par  les  observations , 

-  =  0,0748. 

Cette  valeur,  jointe  à  celle  de  Z,  A,  A,  m^  B'  et  €f 
du  n"*  54»  donnera 


fl'^  =    o",5i9.cos:xp+o",o92  .cosrxp'— o",O9i67.C0S3A, 
4'r= — i"f  i96.sin3P — o",2  n .  sin  2/+o",84445«3Ûi  jaA. 

Valeurs  qu'il  faudra  joindre  à  celles  de  9  et  de  4  P^'^^ 
avoir  les  valeurs  complètes  de  ces  quantités. 

Les  deux  premiers  termes  de  6'^  et  de  ^^'^  dépen-» 
dent  du  mouvement  du  Soleil  et  de  la  Lune  dans 
leurs  orbites.  Les  astronomes  ne  les  avaient  pasfcon-* 
sidérés  jusqu'ici,  mais  la  précision  des  observations 
modernes  oblige  d'y  avoir  égard.  Ils  avaient  pareil- 
lement négligé  les  inégalités  de  la  précessîon  et  de  la 
natation  qui  dépendent  du  double  de  la  lonigitude  du 
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nœud  dtf  la  lAne  :  on  voit  qu'elles  sont  en  «ffet  trèp 
petites ,  psur  rapport  tiux  inégalités  qui  dépendent  dé 
la  longitude  du  même  nœud«  M.  Béssel  a  le  premier, 
considéré^  dans  la  valeur  de  8,  Tinégalité  dépendante 
de  l'angle  2A;il  n'j  a  aucun  motif  pour  négli^r 
l'inégalité  correspondante  de  la  précession  qui  a^ 
comme  on  voit ^^  un  coefficient  neuf  fois  plus  ooa- 
sidérable. 

Sy.  Rien  n'est  plus  facile  que  de  déterminer,  diaprés 
les  résultats  procédens,  les  dimensions  de  la  petite 
ellipse  que  Bradley  avait  imaginée  pour)  représenter 
les  inégalités  du  mouvement  de  Taxe  de  la  Terre.  En 
effet  y  on  peut  regarder  la  précession  4  ^^^  équinoxes, 
sur  Técliptique  fixe,  cotnme  produite  par  le  mouve- 
ment rétrograde  du  pôle  de  Téquateur  sur  un  cercle 
parallèle  a  cette  écliptlque  ;  ce  mouvement  est  égal 

i^smAoua  «  ««  A-H^^T^^J-^^J^*  ««  A,  e^ 

ne  considérant  que  la  principale  inégalité  pérîodiqtte 

B'/a 
de  «J/.  L'inégalité  -777-; — : .  cos  A  de  la  valeur  de  ft  in- 

dique  d'ailleurs  dana  l'axe  Urreatre  un  mouvenviM 
qui  se  fait  dans  le  plan  du  cercle  de  latitude  qui  pasfiil 
par  cet  ase^  Ce  âdMible  mpavement  peut  éti^e  repré- 
senté de  la  manière  suivante  :  on  suppose  le  pôle 
terrestre  mû  sur  k  ëirconférencé  d'une  petite  ellipse 
dont  le  centre  I  qu'on  peut  cpii6i4ârer  coamie  Jb  iiett 
moyen  du  pôle^^tlûtiip  sur  1^  cercle  nené  paraU^a*f! 
ment  à  l'écliptique  fixe,  et  décrit  uniformément  oba^q^ 
année  5o",52844  de  sa  circonférence.  Le  plan  de 
cette  ellipse  6àt  tafrg'eât  ît  ta  spllèi^  Céleste^  et  son 


!i64  THÉORIE  ANALYTIQUE 

grand  axe,  toujours  compris  dans  le  plan  d'un  cercle 
de  latitude,  sous-tend  un  arc  de  i8",852.  Le  petit 
axe  est  au  grand  axe  comme  le  cosinus  du  double 
de  l'obliquité  de  Técliptique  est  au  cosinus  de  cette 
obliquité,  c'est-à^ire  comme  cos  2 A  est  à  cos  A  ;  cet 
axe  sous-tend  un  arc  de  i4"^o32.  Pour  déterminer 
la  position  du  pôle  sur  la  circonférence  elliptique, 
on  imagine ,  dans  le  plan  de  l'ellipse ,  un  cercle  dé- 
crit du  même  centre ,  avec  son  grand  axe  pour  dia- 
mètre.  On  conçoit  ensuite  qu'un  rayon  de  ce  cercle 
le  parcourt  d'un  mouvement  uniforn&e  et  rétrograde, 
pendant  une  période  des  nœuds  de  la  Lune,  de  ma- 
nière qu'il  coïncide  avec  la  moitié  du  grand  axe  la 
plus  voisine  de  l'écliptique ,  toutes  les  fois  que  le 
noeud  moyen  ascendant  de  l'orbe  lunaire  coïncide 
avec  réquinoxe  du  printemps*  Enfin ,  de  l'extrémité 
de  ce  rayon ,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le 
grand  axe  de  l'ellipse ,  et  le  point  où  cette  perpen- 
diculaire rencontre  sa  circonférence  est  le  vrai  lieu 
du  pôle  terrestre. 

38.  Déterminons  maintenant  les  variations  de  l'an- 
née tropique ,  du  jour  moyen  et  du  temps  exprimé  en 
jours  moyens  solaires. 

La  valeur  de  4'  donne,  en  là  difierendant^ 

-^  =  5o",  5757  2+ t.  q!'^qoo2  1 95 1 6. 

Cet  arc  réduit  en  temps,  à  raison  de  la  circonférence 
entière  pour  une  année  sidérale  de  365^,25638  > 
donne 

-^  ==  o',oi4i97  4-  ï.  0^,000006^868^ 
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i  désignant  un  nombre  quelconque  de  sièdes  dont 
l'origine  est  en  lySo.  La  longueur  de  l'année  tro- 
pique sera  donc 

565^,24219  —  i.  0^,00006 1868. 

Il  s'ensuit  que  cette  longueur  diminue  d'une  demi- 
seconde  à  peu  près  par  siècle.  Si  l'on  lait  1  = — 1 8,78, 
on  aura  la  longueur  de  l'année  tropique  qui  avait  lieu 
au  temps  d'Hîpparque ,  ou  cent  vingt-huit  ans  avant 
l'ère  chrétienne. 

Si  l'on  développe  la  valeur  de  Ç  du  n*  52 ,  qu'on 
néglige  les  termes  de  Tordre  /*,  et  qu'on  arrête  l'ap- 
proximation au  caiTé  du  temps  ^  on  trouvera 

en  faisant,  pour  abréger, 

Le  jour  moyen  est  l'intervalle  de  temps  qui  répond 
à  une  augmentation  de  56o^  de  l'angle  Ç;  en  appe- 
lant donc  u  sa  longueur,  on  aura 

Si  l'on  prend  pour  unité  de  temps  le  jour  moyen 
à  l'époque  où  commence  le  temps  t,  en  faisant  dans 
réquation  précédente  u=:i,  tz=  o,  on  aura,  pour 
cet  instant , 


56o^ 


==  /i -.;;,_(,  _COS  A)  Y/  +ïl?*iîîiY 
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Pour  rapporter  à  la  nouvelle  unitë  de  temps  lô  der- 
nier terme  de  cette  équation  ^  il  faut  y  substituer , 
pour/ et  S.B&sin  €^  leurs  valeurs  précédentes^  après 
les  avoir  divisées  par  365,25,  parce  que  ces  valeurs 
sont  relatives  à  une  année  julienne.  Ce  terme  devient 
alors  inutile  à  considérer.  La  valeur  de  m  donnée  pat 
l'observation  et  rapportée  à  la  même  unité  ^  est 

m  =s  0^9856 1  ,* 
on  aura  donc 

n  =  56o%9856i  ^ 

et  la  longueur  du  jour  sidéral,  €Xprin[ië  en  jour^ 
moyens,  était  par  conséquent  de  0,997262  à  Fépoque 
de  1780. 

Si,  après  avoir  divisé  les  valeurs  de  2.B6*  sin  €  et 
de  I.Blb  sin  € ,  par  le  carré  de  565,25,  pour  les. 
rapporter  à  la  nouvelle  unité  de  temps,  on  les  substi- 
tue dans  l'expression  de  H ,  on  trouvera 

„       0^,000028081 

L'équation  (a)  donne 

2at 


u 


36o«' 


Soit  donc  i  un  nombre  quelconque  de  siècles 
depuis  1 75o,  on  aura,  par  là  candeur  du  jouf  m&yett 
à  cette  époque, 

£.o'^ii843i 
u  =  I  —  — - — ~ — . 
(ïoôoôo)'  ' 
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d'où  l'on  voit  que  sa  diminution  séculaire  sera  tout- 
à-fait  insensible. 

Si  l'on  fait  u  =  r.  36o°,  la  variable  r  sera  la  me- 
sure du  temps  en  jours  moyens^  et  d'après  les  valeurs 
précédentes  de  li  et  de  H  ^  on  aura 

r' . o . 0000002 1628 


(36525)^ 


Le  temps  t  n'est  donc  pas  rigoureusement  pro- 
portionnel à  r;  mais  comme  le  second  terme  de 
l'équation  précédente  est  insensible ,  sa  considération 
est  inutile  aux  astronomes ,  et  Ton  peut  continuer^ 
sans  inconvénient,  à  prendre  le  jour  moyen  solaire 
pour  servir  de  mesure  au  temps. 

39.  La  théorie  donne  le  moyen  de  déterminer  les 
rapports  qui  existent  entre  la  précession  et  la  nutation, 
et  les  lois  de  la  densité  et  de  l'ellipticité  des  coucbes 
de  la  Terre,  de  sa  surface  au  centre.  En  effet ,  si  dans 
l'équation  (6),  n**  3 1 ,  on  substitue  pour  /,  X,  h,  leuts 
valeurs  n*  34^  en  observant  que  la  valeur  de  Tn  rap- 
portée à  la  même  unité  de  temps  que  /  donne 

/7ï  =  359^9937 1, 
et  que  l'on  a  en  outre 


—  =  o.  0027303, 
on  tirera,  de  cette  équation 

2C— A  — B  ^ 
g =  0.G0019013  ; 

et  comme  on  a,  à  très  peu  près,  A  =  B,  il  en  ré- 
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sultera   ^      . 

~     =  o . ooSogSoG. 

Nous  reviendrons  sur  les  conséquences  de  cette 
équation ,  quand  nous  nous  occuperons  de  la  figure 
des  corps  célestes. 

4o.  Nous  avons  jusqu'à  présent  regardé  le  sphé- 
roïde terrestre  comme  entièrement  solide  ;  cette  sup- 
position n  est  point  parfaitement  exacte,  et  pour  que  les 
résultats  de  la  théorie  précédente  fussent  rigoureuse^ 
ment  applicables  à  la  Terre  ^  il  faudrait  avoir  la  certi- 
tude qu'ils  ne  sont  pas  altérés  par  les  oscillations  et  les 
frottemens  du  fluide  qui  la  couvre  en  très  grande  partie. 
C'est  ce  que  Laplace  est  parvenu  à  démontrer  par  une 
savante  analyse  qui  l'a  conduit  à  cet  important  théo- 
rème que  nous  nous  contenterons  de  rappeler  ici: 
Les  phénomènes  de  la  précession  des  équînoxes  et  de 
lu  natation  de  Vaxe  de  la  Terre j  sont  exactement  les 
mêmes  que  si  la  m>er  formait  une  musse  solide  avec 
elle. 
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CHAPITRE    VI. 


Mouvement  de  rotation  de  la  Lune  ^  autour  de  son 

centre  de  cranté. 

4i .  Un  phénomène  extrêmement  remarquable  dans 
le  système  du  monde  ^  et  qui  parait  avoir  été  connu 
de  tout  temps ,  c'est  que  la  Luné  ^  dans  son  mou- 
•  vemcnt  de  révolution  autour  de  la  Terre,  nous  pré- 
sente toujours  la  même  face.  L'explication  que  les 
anciens  astronomes  avaient  donnée  de  ce  singulier 
phénomène  était  erronnée;  c'est  à  Hévélius  et  à 
Newton  que  l'on  doit  la  connaissance  de  sa  véritable 
cause.  Us  montrèrent  que  pour  en  rendre  raison  ^' 
il  fallait  supposer  une  égalité  parfaite  entre  le  mou- 
vement de  révolution  et  le  mouvement  de  rotation 
de  la  Lune;  d'où  il  résulte  qu'à  mesure  que  son 
centre  de  gravité  s'avance  sur  l'orbite  qu'il  décrit  au- 
tour de  la  Terre ,  l'axe  du  sphéroïde  lunaire  qui  est 
tourné  vers  nous  décrit  par  un  mouvement  contraire 
le  même  nombre  de  degrés,  en  sorte  que  ce  second 
mouvement ,  ramenant  sans  cesse  vers  le  centre  de  la 
Terre  le  même  hémisphère  de  la  Lune ,  toutes  leis 
autres  parties  de  sa*  surface  nous  restent  à  jamais  ca- 
chées. Bientôt  après,  Dominique  Cassini,  par  une 
observation  plus  attentive  encore  des  tachés  de  la 


( 
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Lune  ,  découvrit,  dans  son  mouvement  de  rotation; 
de  nouveaux  phénomènes;  il  reconnut,  i**.  queVinùh.^ 
naison  de  Vaxe  de  rotation  de  la  Lune  à  Vécliptiqm  i 
est  invariable;  2*.  que  les  nœuds  de  son  équateur 
coïncident  constamment  avec  les  nœuds  de  son  orbite^ 
c^est-à-^lire  que  les  plans  de  Véquateur  et  de  V orbite 
lunaire  coupent  toujours  celui  de  Vécliptique  suivant 
la.  même  ligne  droite.  Ces  deux  importantes  décou- 
vertes, les  plus  belles  peut-être  dont  nous  soyons  rede- 
vables à  ce  grand  astronome ,  et  que  les  observations 
de  Tobie  May er  et  de  Lalande  ont  depuis  confina ées, 
coniplèteut  la  théorie  astronomique  du  mouvement 
dq  rotation  de  la  Lune  p  et  ont  permis  aux  géomètres 
de  chercher^  avec  le  Recours  de.  1: analyse ,  rexplica- 
tiou  physique  des  singuliers  phénomènes  que  ce 
mouvement  nous, présente.  ;    .. 

:  D'Alcmbert  tenti^  le  premier  celte  entreprise.  U 
essaya  d'appliquer  à  la  Lune  ses  formules  de  la  pré- 
cession deS'équinoxes;  mais  la  lenteur  du  mouve- 
ment de  rotation  de  cet  astre ,  et  surtout  la  circons* 
tance  particulière  de  l'égalité  de  ce  mouvement  à  celui 
d^.  révolution ,  exigeait ,  pour  traiter  cette  question , 
upe  analyse  toute  nouvelle ,  et  celle  qu'employa  d'A- 
Içmbert  le  conduisit  à  des  rés]ultats  inexacts.  Lagrange 
^tttpliisd(E|. succès,  et  son  Mémoire,  qui  remporta  le 
prix  proposé  par  l'Académie  des  Sciences  pour  1 764^ 
jcfint  à  celui  qu'il  publia  en  1780  dans  les  Mémoires 
dçi  Berlin ,  renferme  la  théorie  t:omplète  du  mouve- 
ment de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  centre  de 
gravité. 

.   LfLgrapge  donne  d'abord  l'çxp^icatipn  du  phéno-. 


k 
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mène  ifaè  l'on  a  nommé  la  libration  en  longitude;  il 
montre  q^'îl  est  du  à  ce  que  Tégalité  du  mouvement 
moyen  de  rëvolution  et  de  rotation  de  la  Lune  n'ayant 
point  été  rigoureusement  exacte  à  l'origine  des  temps^ 
oe  qui  paraîtrait  en  effet  infiniment  peu  vraisembla*- 
lile,  îl  en  est  résulté  une  espèce  de  balancement  dans 
Taxe  du  sphéroïde  lunaire  dirigé  vers  la  Terre  qui  le 
£ût.  McUler  de  part  et  d'autre  du  rayon  vecteur 
mené  du  centre  de  la  Terre  à  celui  de  la  Lune, 
comme  un  pendule  oscille  sans  cesse  autour  de  la 
verticale  dont  on  l'a  légèrement  écarté.  Après  avoir 
développé  les  lois  de  la  libration  en  longitude» 
ainsi  que  les  pertes  inégalités  qui  résultent  dans  le 
mouvement  de  rotation  des  inégalités  du  mouve- 
ment de  révolution  y  passant  à  libration  de  la  Lune 
en  latitude  )  par  un  choix  de  variables  extrêmes 
ment  ingénieux  »  et  qui  a  été  utile  dans  un  gr^nd 
nombre  de  questions  de  la  Mécanique  cséleste ,  il  par- 
vient à  déterminer  les  lois  du  mouvement  de  réqtii^ 
leur  luiHaire.  Il  montre  que  l'inclinaison  dé  l'axfe-  de 
rotation  de  la  Lune  est  constante ,  et  que  le  singûr 
lier  phénomène  de  la  ooïnoidence  des  nœuds  de  sdte 
équateur  et  de  son  orbilei»  en  est  une  conaéquence 
immédiate.  Pour  que  cette  coïncidence  «existe^  il 
n'est  pasi  nécessaire  qu'dleait  eu  lieu  rigoureusement 
m  l'cffiffîne  du  inoiivement .  il  suffit  que  la  différence 
qui  existait  à  cette  époque  entre  le^  positions  des 
nœuds  de  l'éiquateui^  et  de  l'orbite  lunaire  ait  été 
1»è6>  petite }  rattractV>n  de  la  Terre  ai  établi  ensuite 
et  maintiendra  éternellement  la  coïrKÀiLênce  dé  leurs 
nttiids  moyensi 
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Cette  belle  analyse ,  comme  la  plupart  de  celles 
que  nous  a  laissées  Lagrange^  a  presque  épuisé  la 
question  qu'elle  avait  à  traiter,  et  les  géomètres  qui 
s'en  sont  depuis  occupés,  n'ont  fait  que  la  simplifier 
et  ajouter  aux  inégalités  de  la  libration  en  longitude 
et  en  latitude  déterminées  par  lui,  quelques  inégalités 
nouvelles  qui  sont  très  petites  en  elles-mêmes ,  mais 
auxquelles  la  précision  des  observations  modernes 
obligera  désormais  d'avoir  égard.  C'est  ainsi  que 
M.  Poisson ,  en  discutant  avec  un  nouveau  soin  les 
inégalités  de  la  libration  en.  latitude ,  en  a  reconnu 
une  qui  dépend  de  la  différence  en  longitude  du 
nœud  et  du  périgée  lunaire,  et  qui  peut  devenir 
sensible;  mais  il  s^est  assuré  en  même  temps  qu'elle 
était  la'  seule  de  cette  espèce  qui  eût  été  omise  dans 
l'analyse  de  Làgrangé  et  de  Laplace,  en  soiie  que 
toutes'les  autres  inégalités  aiixquelles  ils  s'étaient  dis- 
pensés d'avoir  égard  pouvaient  en  effet  être  né- 
gligées. 

On  doit  donc  regarder  comme  complète  la  théo- 
vie  physique  de  la  libration  de  la  Lune;  la  seule 
rfiose  qu'elle  laisse  encore  à  désirer,  c'est  un  assez 
grand  nombre  d'observations  pour  fixer  avec  préci- 
sion les  données  que  l'analyse  emprunte  à  l'Asti^no- 
mie,  surtout  celles  qui  déterminent  les  .rapports  des 
moméns  d^inertie  des  trois  axes  principaux  du  sphé- 
roïde lunaire,  et  qui  fournissent  par  conséquent  des 
liotions  exactes  sur  sa  'figure.  M.  INicoUet  a  déjà  exé- 
cuté un  traviail  de  ce  genre,  en  y  employant  174  ob- 
servations faites  par  lui  ou  par  MM.  Bouvard  et 
Arago;.  espérons  qu^une  plus  Ipngue  suite  encore 
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d'observatioiu  confirmera  les  résaltats^  auxquels  il  est 
parvenu  et  ajoutera  à  leur  précision.  . 

On  pourrait  déterminer,  les  inégalités  du  inouve* 
ment  de  rotation  dé  la  Lune  troublé  par  Taction  du 
Soleil  et  de  la  Terre ,  au  moyen  des  formules  oonte^ 
nues  dans  le  chapitre  I*';  mais  il  est  plus:  simple  de  re- 
prendre pour  Cela  les  équations  <différentielles  du 
mouvement  troublé  ^  données  -  n?  -^  On.  verra  aisé  • 
ment  d'ailleurs  comment  les  résultats  que  nous  allons 
développer  se  concluraient  des  formules  générales 
^} ,  n*  7,  qui  s'appliquent  au  .mouyement  de  ;rota-' 
tîon  de  toutes  les  planètes;    :  •  .    f       ■ 

43.:Nous  placerons  Torigine  des  coordonnées  au 
centre  de  la  Lune^:  que  nous  supposcsrons  immobile^  et 
nous  regarderons  le  Soleil  et  la  Terre  comme  circulant 
autour  d'elle.  Soient  donc  L  la  masse  de  la  Terre, 
X,  T y  1^  ses  trois  coordonnées  relatives  à  un  plan  fixé 
mené  par  le  centre  de  la  Lune  parallèlement  au  plan 
de  Técliptique  à  une  époque  donnée ,  r  son  rayon  vec-^ 
teur  compté  du  même  point;  en  'lie  'poussant  Jëë 
approximations  que  jusqu'aux  termes  di^  >  troisième 
ordre  par  rapport  aux  dimensions  dusjiliéroid^^Iii^ 
naire,  on  aura  ,        *'»î 

3L 

:—  7^.(A-B).(  [x''-(Y'cos6-zsln6)']*cosa^+2x\(Y'cos#-z$mf).8Îiia^} 

or 

-775-(A+B-2C).[x''-KT'cos6-zsin6)'].  ,     .•;     7,. 

Dans  cette  expression,  A,  B,  C  représentent  le<    J'T    V\i 
trois  momens  d'inertie  principaux  de  la  Lune*  'Nous  '^^«~^^ 
continuerons  à  donner  Je  nom  d'i^^iiatezo*  ,au  pJiaii      '    • 
qui  renferme  les  deux  premiers  axes  principaux ,  '  * 
TOMB  IL  18 
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0«8£'r£Hdii;e^œuad:2tàxqu6ls  se  raj^ortent  les  momensp* 
d'inertie  A  et  B.  Ce  plan  n^est  plus  ici,  comme  dans  le 
mottveoienfc  dd: 'rotation  de  la  Terre^  perpendicu- 
laire a  Taicetiiistaùitané  de  rotation;  cet  axe  varie 
daos  l'iotépteur'du.  sphéroïde  lunaire,  en  sorte  que 
les  pôl^B  dé  '.potation  se  déplacent  h.  la  surface  de  la 
l^une ,  cirooiùitlibcQ  qui  établit  une  différence  essen-* 
tielle  entre  le  montement  de  rotation  de  ce  satellite 
Qt  celui  dû  sphérdïde  terrestre*  ' 

Cela  posé^  Bi  représente  l'inclinaison  de  l'équateur 
lunaire  sur  le  plan  fixe  patallèlé  à  l'écliptique^  p  est 
l'angle  compris  entre  le  premier  axe  principal  de  la 
Lune  et  le  no^tid  descendant  de  son  équateur;  nous 
supputerons. l'angle  ^  compté  à  partir  de  ce  nœud> 
44  W  le  sens  du  .mouvemient  de .  rotation  delà  Lune; 
çnfin ,  no^  nommerons  4  l'angle  compris  .  entre 
t^;pçeud  'descendant  de  l'équateur:  lunaire  et  une 
^ri^Q  61»  mw/èe  dans  le  plan  de  l'écliptique,  et 
nous  suppQswons  cet  angle  compté  à-  partir  de  cette 
4r0ite  ^ -en '«ens  inverse  dé  l'ordre  des  signes; 
r  ?^iW  différencie  la  fonction  V  par  rapport  aux 

tf0i9.variiiUes:^y  4^^>  ^^  observant  que  l'on  a, 
n?  25, 

diL  ,        dx' /       dz   

*     on  aura 

=  --7j.(  A-B).  {  [x'"-(y'cos  d-  zsin  •)''].sin  2^-2x'.(y'cos  ô-z  sinô)  .cos  2<p  }, 


3L  ,ê-a.  jiii  ;>" 


\    ..m.  . 


*'■     ,  y.'  «(irj'.i..-^   /■-••■•  ••     •[   -•■"  ■•'   '•••    ■■■■■■■■■    :c-;   ..;;. 

«  .  ■  •  • 

•  »  .    ■  w    ■  t 
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P  If        31. 

^  t=  --;j.(A-B).[x'.(Y'8Înl+zco80.sîn2(p-(Y'co8Mîsînl).(Y'8Înl+ïcof8).coiaf] 

3L 
4.  tL^.(A+B-2C).[(Y'cos9-zsîn9).(Y'8m6+BO()sS)] , 

et  par  suite  ^ 

fc-/ TT-H»8  fl.-7-  J=— 75.(A-B).[(Y'co8fl-i8m9).(Y'8Înl+ico85).8ma^ 
^x' •  (y^  sin  0+B  008  S).oo6a^} 
^.l^,(A4.B-aC).[x'.(T'sme+«x».8)]. 

Les  trois  équations  (C)  du  n*  3  deviendront  ainsi 

^) + (G-B)  .ynft=  — ^.(C-B).  [Y^ooe  9-«sînfl).(Y'  sîn  8+icos6).oo8  f 

— x'.(T'8in  l+aco8  l).8in  f] , 
fy+(A-C).pnlfc=-^(A.C).[x'<Y'8iiil+«ooâ0.oo«f  \^^x 

+(y'  ces  ^-z  ainO'CTf'  sîn  l+«  ^'  0  ««iort  > 

— [x'*— (y'cos  6— z  sin  9)*].8În  2^}. 


L 


U  est  bon  de  remarquer  qu  on  peut  arriver  très 

simplement  aux  mêmes  équations  de  la  manière  saî- 

I      vante  ;  en  ne  {Kiussant  l'approximation  que  jusqu'aux 

termes  du  troisième  ordre,  nous  avoirs  trouvé,  n*  aS, 

•  J 

^^      .tr^^y,  z'  représentant  les  coordonnées  ie  Vm/tn  h, 
rapportées  aux  trois  axes  prindpaux  àa  spliéiwdc 
\      attire.  '  ■  ^ 
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Cette  expression  donne,  en  la  diflerenciant , 

f  dV  I  dV        3L  /.^        n\     f  f 

/  dV /  aV  ^____  31/  ^  .  |-iv      /  f 

or  .^,  —  z  .^,  _  ^. (^A  —  i.;.x  3 , 

/  "V  ,  dV         3L   #-u        *  X      /   / 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (fi),  n"*  2, 
et  qu'on  remplace  ensuite  les  coordonnées  x',  j^  J 
par  leurs  valeurs  en  fonction  des  angles!  ^,  4»  ®»  don- 
nées n^  26 ,  on  retrouvera  identiquement  les  équa- 
tions (i). 

L'observation  ayant  montré  que  Tinclinaison  de 
réquateur  lunaire  sur  Técliptique  est  toujours  peu 
considérable ,  8  est  un  fort  petit  angle  dont  nous  né- 
gligerons le  carré  et  le  produit  par  le  carré  de  l'in- 
!  clinaison  de  l'orbite  lunaire ,  qui  est  aussi  une  très 
M  petite  quantité.  En  observant  que  z  est  du  même 
ordre  que  cette  inclinaison,  les  trois  équations  j(i) 
deviendront 

3L^i 

.A«5p+(C-B).î«ifc=^.(C:-B).t(Y'fl+z).(T'cosç-x'8În,f)], 
R^  +(À-C)./»rdfc=  ^  (A-C).[(t'«+z).(x'c08^  +^im ^)] , 
Cdr +  (B-A).pyrf/=^  .(B-A).[2xVcos2<p— (x'^-O.sînaf]. 

On  peut  encore  aux  coordonnées  x'^  y',  z  de  L  , 

'«ubsUtuèr  d'autres  variables  qui  rendent  l'iptégra- 

-•tion  plps  Êicile.  Soit  (^  la  longitude  de  la  Terre  vue 

de  la  Lune ,  cette  longitude  étant  comptée  du  nq^ud 


.1  • 
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ascendant  de  requateurlunairt;  soit  «alla:,  longittidfb 
du  nœud  descendant  de  rotbe'lùnaire^iconiptiéedtt^. 
même  ^point,  et  ^  l'inclinaison  de  cette:  orkî[ter'9ur. 
r€ciiptîqae*fîxe/  en  daignant  par.  s^ lai ia4)lvd]e  (le  Ii|i 
Terre'  au-dessbs  de  ce  dernier  ^  plan '^  ïbiçl  Éàxrm 

tangi^'=tâng>/sîn((^— '^O-^'^  '     ' 

La  longitude  de  la  Terre  ^  comptée  d'une  droite 
fixe  sur  le  plan  parallèle  à  l'écliptique ,  sera  v  —  -^j/  ; 
eh  sùivâpt  dOnc  J'analyse  da  n*  25,  et  en  observant 
que  y  est  un  très  petit  angle  dont  on  |ieut  néjglîger 
les  carrés  dans  U  recherche  qui  nous  occupe,  bh 
trouvera  *  •*" 

x'  =  /''cost',     Y'==:Ksînf>,     z  z^  /y  un  (y  --^cl) ,'  ,^ 

*  ■ 

valeurs  exactes,  aux  quantités  près  de  l'ordre  >*•  . 
Les  équations  précédentes  deviennent  ainsi   ' 

or  ^^ 

AcV>4-(G-B).3r,'A==--;j-.  (C-B).  [(9  sîn  f/+>  sin(i^)]  .si 


SLdt 


(^r^{B:r4^).pqdf=^^.iB^Aysmz{p^ç). 


i  ..... 
•  II. 


r. 


45*  Occupons-nous  d'intégrcfr  ces  équations^  con- 
sidérons d'abord  la  troisième ,  d'où  dépend  le  mouve- 
ment du  sphéroïde  lunaire  autour  de  son  axe  de 
rotation. 

SilaLnne  était .  uii  isôlide  de.  révolution ,  on  au-*» 
raitB.TTcÂ^  et  par  conséquent  yrs=s  constante.  Ce  cas. 
u'apasjieu  dans  la  .nature;  mais  .ou ipeut;taujou»^ 
i^g^rder. la  quanti  (,é  B.^  A  comme  peuconsidérçble,! 
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0t  comme  p  et^q  sont  aussi  très  petits^  puisque  l'ob- 
servation  a  prouyë  que  l'axe  de  rotation  de  lal^uné 
s'écarte  toujours  très  peu  de  son  troisième  axe  prin-* 
cipali  011  pourm  négliger  le  produit  (Jir^k),pq  à 
cause  de:  U  petitesse  de .  ses  trois  facteurs.  La  der« 
nière  des, équations  (a)  deviendra  donc 

dr^cz  —p^ ,  (ç:Z^y.s\tï  2{v^9y    (3) 

L'obseryatiim  ayant  fait  voir  que  la  Lune  nous 
présente  toujours  à  peu  près  le  même  hémisphère^ 
qn.en  a  conclu  que  son  moyen  mouvement  de  totac* 
tion  est  exactement  égal  à  son  moyen  mouvement 
de .  révolution  ;  en  sorte  que  si  ce  mouvement  est 
sujet  à  quelques  in^alités  y  elles  doivent  être  peu 
considérables. 

Or,  si  Ton  jiéglige^  comme  nous  le  supposons^  les 
quantités  de  Pordre  fl%  l'arc  ^  —  4  représentera  le 
/mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autoin* .  de  son 

Îroisième  axe  principal,  mouvement  qui  serait  uni-« 
Qâ9n6-sans  l'action  des  forces  perturbatrices.  Si  Ton 
|lésigne  donc  par  u  les  inégalités,  qu'elles  peuvent  y 
vproduire,  par  mt-^c  la  lon^tudb'moyeritiede  la 
Terre  vue  de  la  Lune,  et  correspondante  au  temps  t^ 
lon^tude  qui  est  égale  à  celle  de  la  Lune  vue  de  la 
Terre  plus  une  demi-cîinconférènce ,  on  aura 

et  langle  iijrépi'ésentera  la  libratîon  de  la  Laoe^  ou 
l'excès  de  son  moyen  moi^Tement  de  rotation  sur 
son  moyen  mouvement  de  révolution  ^  il  ne  ^agit 
donCf  pour  déterminer  la  libration ,  que  de  eotmaltre 
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la  valeur  de  1  angle  u.  Or,  il  est  'i^i^iktf^à'y'pàtlfj^iic 
en  introdujsant  cette  nouvelle  «vanj^lik^  à  |la.{>lAÇQi^ 
r  dans  1  équation  (5) ,  et  en  intégrant  ensuite  VéqnsL" 

tion résiiUftftte.    :  ;  ,  :  ^*  :'  •'  '■      ^ 

En  effet  ^  on  a ,  aux  quantités  près  de  Tordre  6*^ 

d^  —  d^ 


et  par  cohîiéqueiit     '  \"~.>   /      : 


.  .    .V     ;.  ..:•/    îW'  '-j;/^^'-  ;.  •'!».»  î:t>^  :        .     .    :    t 

Nô^s  £iîsbns  i^l  kbstfadtfdti  des  iU^titék  sëctilafr^s 
qui  âffÎEJctènt  lef  ûiojFëfï  îïibutertîetfl'dé  IflfLliiië  /iffarcè 
qu'il  jp'jsp.,  re^te  «jimiii .  ;term&  .^ip^t^ciable  ^ds^iftilp 
valeur  de  z^^  et  nous  regardons  par  conséquent  m 
e^  Ç/Qp.miaedesquââli^  çon^tapleà^     •,..:, 

L  angle  i^  représehtailt  la  longitud'e  de  la  Terre 
,vue  de  la  Luu^  et  <  adoptée'  à  |i«rtlr  «Lu  nœud  Hdfl^ 

cendant  de  l'équateur^lnmiEe^  4^^««4^^^^^^**^^^ 
longitude    comptée  .  à,  partir  ^^  d'un   équinoxe  fixe, 

l'angle  4  devant  ètite  compte ,  connue  nous  l'avons 
dit,  en  sens  invenô  de>yiuiglé  «>.  dette  lèligitflâil  iit 
égale  2i  mt-^^Cy  plus  à  une  suite  de  sinus  et  de  cosi- 
nus d'angles  nudtij^es  ^rnk/}Mm  Sdiivement  mi  ;  on 
aura  par  conséquent  .    ,  .. 

i;  =?=  /7i^  +  c  '+  4  +  2 .  H  sin  (A^  +  A'),    '\r\\ 

«n  représentant  par  Si  H^i<fAr^/n;  1«  inégalités 
de:i»îofdoniiéespa<*W^pport^rtif-^   ■  ^  ^^  -^ 

Cette  valfiur ,,  coipjgrés^k jceJJc  di^  (ï h^ 4  f  "^^^TO^^  ' 
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et  par  xonséquent 

«ni  2(f^— ^)=-^H5În  2M-|-3  cos  att.2.Hsin(A^+A')— etc. 

L'équation  (3)  devient  ainsi  ^  en  y  substituant  ^7 

dr 
d^u  3L/B~A\   .  .  3L/B— A\  ^  „  .  ,.    .,, 

L'angle  u  étant  toujours  une  très  petite  quantité,  si 
l'on  néglige  son  carré  et  ses  puissances  supérieures , 
çn  pourra  supposer  dans  cette  équation  àn2ups2U 
et  cos  .2U  j=si  1 1  i\d/Q.  pluS|  comme  on  a^,  à  très  peu 

^]prà6/<^=s'jn%  r^quation  précédente  deviendra 

^  +  3#»«/5:=^\a  =  3/»\(5Ç^\.2:Hsrn(Aè-4ift')V  (5) 

JSi^irôa  fait,  d'abord  abstraction  des  termes  sans  u, 
: POLiAtiafera  k  cette  équation  en  supposant    - 


-  ■  'r  1  «       « 


•     14  =  K  sin  (itr-l- if) , 

•  «  ■       .         ■  ■ 

•t  rou:  laora,  pour  diétermiaer  .Ar>  :  . 


a  t 


A:=;=W.v/5:.(2:^)V 


K  et  k^  étant  deux  constantes  qui  demeurent  arbi^ 
traires. 

Si  ensuite  on  désigne  p^  h  sin  (ht  -f-  ^0  r  '^  terme 
de  la  valeur  de  u  qui  doit  correspondre  au  terme 

S/»*  .(^^).Hsîn (kt+  K)  de  Féquation  (5) ,  en  y 

substituant  cette  valeur  et  en  comparant  les  termes 
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qui  ont  même  siaus  ou  même  cosinus,  on  aura 

— U«4-5OT*.(^^).(Ii  — H)=:o , 
d'oij  l'on  tire 


B— A\* 


,.._3„..(!1=£) 


Ainsi  p  d'après  la  théorie  des  équations  linéaires , 
la  valeur  complète  de  u  sera 

tt=Ksîu(A:^  +  A:')H-2.Lsîn(A«  + A'), 

Ket  X/ étant  les  deux  constantes  arbitraires  qui  doivent 
entrer  dans  l'intégrale  finie  de  l'équation  du  second 
ordre  (5),  et  le  signe  Z  désignant  une  suite  de 
ternies  semblables  au  terme  L  s\xi(ht  +  A'),  et  dé- 
terminés de  la  même  manière. 

44-  Examinons  les  conséquences  qui  résultent  de 
cette  eitpression.  Le  premier  terme  de  la  valeur  de  û 
restera  toujours  peu  considérable  si  l'arbitraire  K  est 
supposée  très  petite,  et  par  conséquent  la  partie  de  la 
lihration  de  la  Lune  qui  dépend  de  l'état  initial  du 
mouvement  sera  toujours  insensible.  Jusqu'ici,  les 
observations  les  plus  précises  ne  paraissant  indiquer 
aucune  trace  de  cette  inégalité,  il  en  faut  conclure,  ou 
que  la  constante  K  était  nulle  à  l'origine  du  mou- 
vement, ou  que  du  moins  son  influence  a  été  annulée 
depuis  par  l'effet  de  quelque  cause  étrangère.  Cette 
remarque  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite 
dans  le  n**  i3,  relativement  à  la  Terre. 
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On  a,  par  ce  qui  précède,  A:  =//i.  i/s/— ^\ 

m  représentant  le  moyen  mouvement  de  la  Lune 
dans  Funîtc  de  temps;  la  durée  de  la  période  de 
1  argument  dont  il  s'agit  sera  donc  d'un  mois  sidéral 

divisé  par  t/5*r   ~   \  Nous  verrons  bientôt  que 

ce  diviseur  est  une  très  petite  quantité,  et  que  des 
observations  récentes  sur  lesquelles  on  peut  compter 
donnent^  à'  très  peu  près,  0.0018  pour  sa  valeur. 
Cette  durée,  dans  ce  cas,  n'excéderait  pas  deuit  annéeis; 
il  sera  donc  facile  ^  par  des  observations  faites  à  des 
intervalles  de  temps  assez  grands  pour  que  là  varia- 
tion de  l'angle  kt  soit  sensible  ^  de  reconnaître  $ile 
coefficient  K  a  ou  non  une  valeuï*  appréciable-,     .   . 
Au  reste ,  il  faut  observer  que  ce  premier  terme  de 
la  valeur  de  u  sert  à  expliquer,  par  la  théorie,  com- 
ment il  Se  fait  que  la  Lune  nous  présente  toujours  le 
même  hémisphère ,  sans  qu'il  soit  besoin  de  suppo*- 
iser  que  la  vitesse  primitive  de  rotation,  impripée  \ 
cet  astre,  a  été  exactement  égale  à  sa  vitesse  de  révo- 
lution  autour  de  la  Terre,  ce  qui  parait  en  effet  infi- 
nimentpea  vraisemblable.  Pour  le  faire  voir,  remar^ 
quons  qu'en  faisant  abstraction  de   l'inclinaison  de 

lequateui:  lunaire  à  Técliptique,  on  a,  par  le  n°  45 ^  , 

( 

d<p  —  d\  z=z  rdt ,      /•  =  ^  ■+-  m  ; 

r  représente  la  vitesse  de  rotation  de  la  Lune  autour 
de  son  troisième  âxe  principal;  on  aura,  par  suite  , 


I  -  I 


frdl  =  mt  +  c  -}-  w» 
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Celte  intégrale  exprime  le  mouvement  de  rotatioq 
de  la  Lnne  f  et  comme  u  n'est  composé  que  de  termes 
périodicfues^  on  voit  que  le  moyen  mouvement  de 
rotation  etcelui  de  translation  sont  parfaitement  égaux 
entre  eux^  sans  qu'il  soit  pour  cela  nécessaire  que 
les  mouvemens  de  rotation  et  de  révolution  de  la 
Lune  aient  été  égaux  à  l'origine  du  mouvement.  En 

effet,  en  différenciant  et  substituant  pour  -j  sa  va- 
leur,  on  a 


•     r       • 


rz^m-i-mK.  y/3.(^=-^)-cos(Â:^ + k')+ 2.L/.cos(//+  /') 

En  sorte  que  comme  K  est  arbitraire,  la  vitesse 
primitive  de  rotation  de  la  Lune  peut  être  supposée 
quelconque;  et  il  suffit^  pour  que  les  moyens  mour; 
vemens  de  rotation  et  de  révolution  aient  dans  la 
suite  toujours  coïncidé,  que  cette  vitesse  ait  été 
comprise  entre 

É     I  I    ■»  y  h»       Il  |«   Il    i.|*,  i'  : 

m-i-mK.  v/5-(/^)  et  m— mK-  y/ 5.'(?^).  . 

Ces  limites  sont  très  resserrées,  il  est  vrai,  et  elles, 
s^éloignent  peu  de  la  valeur  moyenne  /» ,  à  cause 
de  la  petitesse  de  la  constante  K  et  du  coefficient 

y  3.r«-^-*J;  mais  elles  suffisent  pour  faire  dispa* 

raitre  Tinvraisemblance  qu'il  y  a  à  supposer,  à  Forî- 
giné  du  mouvement,  une  parfaite  égalité  ehtre  le 
moyen  tnouvemènjt .  de  rotation .  de  la  Lune  et  son 
moyen  môùveinent  de  révolution. 

Pour  que  la  libration  en  longitude  demeure  tou^ 
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jouYs  peu  coasidérable ,  comme  robservation  Fîih 
dique ,  U.faut  que  les  coefliciens  L,  etc^^  des  différens 
termes  de  la  valeur  de  u,  soient  supposée  très  petits , 
ainsi  que  le  coefficient  K;  mais  cette  condition  ne 
suffit  pas^  il  £iiut  de  plus  que  les  valeurs  des  cons- 
tantes k,  h^etc,  soient  toutes  réelles;,  car  autrement 
quelques-uns  des  sinus  ou  cosinus  qui  entrent  dans 
l'expression  de  u  se  changeraient  en  arcs  de  cercle 
ou  en  exponentielles,  et  la  valeur  de  u  pourrait 
croître  indéfiniment,  ce  qui  est  contre  l'hypothèsei 
Les  valeurs  de  h  et  des  autres  cœfficiens  semblables 
sont  réelles  de  leur  nature  ;  mais  pour  que  celle  de  R 

le  soit  aussi ,  il  faut  que  — p—  soit  une  quantité  po- 
sitive, c*est-à-dîre  que  l'on  ait  B  >  A.  Or,^  A  est  le 
moment  d'inertie  qui  se  rapporte  à  l'axe  principal  de 
l'équateur  lunaire,  qui  est  constamment  dirigé  vers 
la  Terre;  en  eflfet,  cet  axe  est  celui  qui  forme  l'angle 
(p  avec  l'intereection  de  l'équateur  lunaire  et  de  Vé- 
cliptique ,  tandis  que  la  projection  du  rayon  vec- 
teur mené  de  la  Lune  à  la  Terre ,  forme  Tangle  f 
avec  la  même  ligne,  p  —  (p  est  toujours ,  par  ce 
qui  précède,  un  très  petit  angle;  le  pvemier  axe 
principal  de  la  Lune  est  donc  toujours,  à  très  peu 
près ,  dirigé  vers  la  Terre  ;  et  il  est  naturel  par  con- 
séquent de  supposer  que  l'équateur  lunaire  s'est 
allongé  dans  ce  sens  par  l'effet  de  l'attraction  de  la 
Terre,  en  sorte  que  le  monient  d'inertie  A,  qui  se 
rapporte  à  l'axe  deVéquateur  dirigé  vers  la  Terre,  doit 
être  plus  petit  que  le  moment  d'inertie  B^  relatif  au 
second  axe  principal  situé  dans  le  même  plan».  • 
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Quant  aux  coefficiens  K  ^  L ,  etc. ,  comme  le  pre- 
mier K  est  arbitraire,  sa  yaleur  peut  être  supposée 
aussi  petite  qu'on  voudra  ;  mais  pour  rendre  en  même 
temps  très  petite  celle  de  L ,  il  faudra  supposer  une 

valeur  très  petite  à  la  quantité  —^^  On  voit,  en 

effet,  d'après  l'expression  de  L,  que  ce  coeiOfîcient 
pourrait  devenir  sensible  si  H  avait  une  valeur  assez 
grande,  ou  si  la  valeur  de  h  était  peu  différente  de 

m.  V  ^*(  ^  )>  ^^  V^^  rendrait  très  petit  le  déno- 
minateur de  cette  expression» 

45.  Nous  avons  désigné  par  2.Hsîn(A/-|-A')  la 
somme  des  termes  périodiques  de  la  longitude  vraie 
de  la  Lune  :  le  premier  de  ces  termes ,  ou  Féquation 
du  centre,  est  celui  qui  a  le  plus  grand  coefficient;  en 
le  supposant  représenté  par  Hsin(A^+A')  ,  on  a,  par 
la  théorie  de  la  Lune ,  H  =  22682",  A*  =m*  .o.qSS  i  7  ; 
on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme, 

0.98317  — 3/-^^ 

d'où  Ion  tire 

B  — L  ^__^  o". 02772. L 

""T^  •"  L— 22682"' 

La  valeur  d«  Xi  doit  être  peu  considérable,  puisque 
le  terme  de  la  valeur  de  u  qui>  en  dépend  n'a  pu 
être  reconnu  par  l'observation.  U  est  probable,  vu 
la  prédsion  des  observations  modernes,  qu'elle 
n'excède  guère  un  deminlegré  j  si  Ton  suppose  doue 
L  s;:;:  qp  52' ou  1920",  on  aura 
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— ^—  =  o .  035575 ,  — ~-  =  —  o .  o3o5o6. 

La  valeur  de  B  — •  Â  deyant  d'ailleurs  être  néces* 
sairement  positive  ^  il  en  résulte  qu'elle  est  au- 
dessous  de  o.0255j5,  et  que  L  est  négatif. 

Parmi  les  termes  de  l'expression  de  u  qui  peuvent 
devenir  sensibles  en  acquérant  de  très  petits  divi* 
seurs ,  le  plus  considérable  est  celui  qui  dépend  de 
l'équation  annuelle  ;  il  suffira  donc  d'examiner  l'effet 
de  ce  terme.  Si  l'on  suppose  que  H  sin(A<-f- A')  rer 
présente  cette  équation ,  A<-f-  h'  étant  ici  l'anomalie 
moyenne  du  Soleil ,  on  aura ,  par  la  théorie  de  oet 
astre  y  81=669"  et  A  =  m. 0.-0748,  et  par  consé- 
quent A*  =  m* .0.005595;  on  aura  donc,  en  vertu 
de  ce  terme , 

o.ooSSgS  — 3.r — r; — j 

d'où  l'on  tire 

B— A o%ooi86g.L 

Puisque  les  observations  n'ont  point  fait  recon* 
naître  le  terme  de  la  valeur  de  u  propoitionnel  à  L, 
ce  coefficient  doit  être  peu  considérable  ;  si  l'on  sup- 
pose en  conséquence  hsxzp  igso',  on  aura 

■  A     =s  o.ooi585i  ,       ~c~  =o.ooa8624» 
Ainsi ,  dans  le  cas  de  L  négatif^  les  deux  limites 
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de  —7;—  sont  zéro  et  o. 001 585 1,  él,  dans  le  cas  de  L 
positif,  0*002862  {  et  00  ou  0.0028624610.025575  y 
puisque  nous  venons  de  voir  que  ■  "T     ne  pouvait 

pas  dépasser  cette   dernière  limite.   Nous  verrons 

B— A 
tout  à  l'heure  que  la  valeur  de  — ^ —  est  moindre  que 

0.0006  ;  elle  est  donc  comprise  entre  zéro  et 
o. 001 585 1,  et  par  conséquent  L  est  négatif. 

Si  l'on  substitue  dans  la  valeur  précédente  de  L, 

B— -A 

pour  —^ —  la  dernière  limite  que  nous  venons  d  as- 
signer à  cette  quantité»  on  trouvera,  relativement 
h  l'équation  du  centre ,  L= — /^i",  et  relativement  à 
l'équation  annuelle,  L= — 517'.  Ce  sont  les  limites  de 
ce  coefficient,  et  par  conséquent  celles  des  argumens 
qui  en  dépendent  dans  la  valeur  de  u.  Or,  le  der- 
nier arc ,  vu  de  la  Terre  sur  la  surface  de  la  Lune , 
ne  s'élèverait  pas  à  i'^5;  c'est  la  seule  partie  de  la 
^ibration  qu'on  puisse  espérer  de  rendre, sensible  par 
les'  observations;  et  si  l'on  parvenait  à  la  détermi-- 

lier ,  on  en  déduirait  la  valeur  de  —f—  qui  n'est 

pas  encore  connue   d'une  manière  positive  ;    mais 
sa  petitesse  rend  cette  appréciation  très  difficile. 

MM.  Bouvard  et  Nicollet ,  par  la  discussion  de  1 74 
observations  de  la  libration  de  la  Lune  en  longitude, 
ont  trouvé  le  coefficient  de  l'inégalité  dépendante  de 
réqqation  ani;iuelle,  de  4' 4^"^  ^'^^  ^'^"  conclut 

'  .  ^       JZ — :;=  ôjoooSSGy. 
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Si  Foa  détermine  ^  d'après  cette  valeur ,  le  coefll'* 
cient  du  terme  de  u  qui  dépend  de  l'équation  du 
centre  de  la  Lune  et  qu'on  joigne  ce  terme  à  celui  de 
l'équation  annuelle  déterminé  par  l'observation^  on 
aura 

u  =  —  285"  sin  l —  39'  sin  V , 

/  étant  l'argument  de  l'équation  annuelle  de  la  Lune 
et  /'  celui  de  son  équation  du  centre. 

La  valeur  précédente  de     ~      s'accorde  avec  la 

limite  que  nous  avons  fixée  à  cette  quantité^  et  qui 
a  été  conclue  de  la  libration  de  la  Lune  en  latitude, 
plus  facile  à  observer  que  la  libration  en  longitude. 
Cependant ,  il  reste  encore  de  l'incertitude  sur  ce 
résultat^  et  il  est  à  désirer  que  de  nouvelles  observa- 
tions ajoutent  à  son  exactitude. 

46.  Occupons-nous  maintenant  du  mouvement  des 
nœuds  et  des  variations  de  l'inclinaison  de  l'équateur 
lunaire.  Pour  déterminer  les  mouvemens  de  ce  plan , 
il  faut  connaître  les  angles  4  et  6  d'où  dépend  à  chaque 
instant  sa  position  par  rapport  à  l'écliptique  fixe  :  or, 
Tangle  4  est  donné  en  fonction  de  ^  et  du  temps  t, 
au  moyen  de  l'équation  (4)  ;  il  ne  nous  reste  donc 
à  déterminer  que  les  angles  6  et  <p.  Pour  y  parve- 
nir, il  convient  de  leur  substituer  de  nouvelles  va- 
riables qui  facilitent  l'intégration  des  équations  d'où 
leurs  valeurs  dépendent.  On  conçoit  en  effet  que  si 
Ton  choisit  ces  variables  de  manière  à  ce  qu'elles 
soient  astreintes,  par  la  nature  même  de  la  question, 
à  demeurer  constamment  très  petites,  on  pourra, 
dans  la  première  approximation ,  négliger  les  termes 
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où  elles  se  trouyeraient  multipliées  entre  elles  ou  par 
leurs  différences  y  et  l'on  n'aura  plus  à  considérer  que 
des  équations  linéaires^  les  seules  qui  puissent^ 
comme  on  sait,  s'intégrer  dans  tous  les  cas,  quel  que 
soit  le  nombre  des  variables  qu'elles  renferment  et 
le  degré  de  leur  différence.  Ces  conditions  sont  fa-* 
elles  à  remplir  dans  la  question  qui  nous  occupe; 
car,  comme  nous  avons  supposé  l'inclinaison  8  de 
l'équateur  lunaire  à  l'écliptique  fixe  toujours  peu 
considérable  y  il  suffira  y  pour  y  satisfaire  y  de  substi- 
tuer aux  variables  (p  et  6,  des  variables  analogues  à 
celles  que  nous  avons  déjà  employées  dans  un  cas 
semblable,  n'  34  y  livre  !•'. 
Soient  donc 

s  =  tang G.sin  ^y     s'  =  tang  d.cos  (p. 
En  différenciant  et  négligeant  le  carré  de  0  ,  on  aura 

5j  =  sm<p.^^4-ôcos<p.5, 

ds'  ^  dB  A    •  d^ 

^  =  cosÇ).gj  —  esm(p.g. 

Les  équations  (a)  dir  n^  i  donnent 

dB 

g^  =  —  ;?  cos  (p  +  7  sm  (p, 

fl«^  =  psmtp  4-  ^cos^  +rtang  6. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes: on  trouve 

Tome  II,  ig 


a^  TBÊCfRiE  ÀNALYT!QU« 

id'dù,  en  différenciait ,  on fire 

d*8  ds  fdr  dq 

dT^'^^lt^'^  It'"^  Jt' 

Si^on remplace  dans  ces  équations^  eX-S  par  leurs 

tlàlëui^  Hi'ébs  des  équations  (2),  et  qu'on  observe 
ijn'on  jjfenrt  Supposer  r  constant  et  ég^l  à  m  dans 
les  termes  multipliés  par  les  quantités  très  petites 
s  et  s%  'et  par  leurs  différences ,  et  qu'on  peut  né- 
gliger par  la  même  raison  les  différentielles  ^«^y 

/   dr 
di^  on  aura 

d^8        d8'/k^C\  3L/A-C\.. .      .     .-        ..      ,      ^ 


ou  bien,  en  mettant  pour  p  et\q  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (6) 

if  est  la  longitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  et  rap- 
poft'éy  au  "nc^aà  défecétfdant  de  réquateur  lunaitte; 
ç — et  est  la  même  longitude  comptée  du  ïiœtifl 'as- 
cendant de  l'orbite  lunaire>  en  sorte  que  y  sin  (p— a) 
est  la  latitude  de  la  Ten%  vue  de  la  Lune.  Si  l'on 
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remplace  -^  par  m*  dans  ces  équations  et  qu'on  ob- 
serve que 

tang  6  sin  i^r^tang  é  cos^  sin  (v  —  ^)  -f"  ^^g  ^  ^^^  9  co8(y — ^) 
=  «'  «in  {if  — rt  +  «<»sXv — ^)., 

elles  deirienidronA 

^-  ( — r— ;-'^  Tt  -(rB-y'=^"'\''B^) 

X  [«'sinCv— ^)  +  «co»(i' — p)  +>'sin(*'— *)j].cos(*'^^), 

■5F  +  (. — ir-h  dTt  -  \-r-y^=  '*  -l-T-; 


L'angle  i^  —  (p  .étant  toujoursi,  par  cp  qui  ^précède^ 
peu  considérable ,  sin(p  —  ^)  est  une  très  petite  quan- 
tité dont  on  peut  y  sans  erreur  senâible  dans  les  se- 
conds membres  de  ces  équations,  négliger  le  carré 
multiplié  par  les  quantités  très  petites  s  ets';  on 
aura  ainsi 

d'à        /A  +  B— C\      ds'  ^A  — C\     .      ,      /A— Cx' 

• 

47  •  Occupons-nous  d'intégrar  QQftéqufttic^iifi.  Sil'on 
fait  d'abocd  .ab9imctia^  d^louns  seconde  rocgmhros  ; 
elles  deviennent  simplement 

19.. 
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<f,        /A+B— C\      A'       /  /A— C\  „.   _^ 

^'  -  ( B )''"di-^\—B-)-"''  =  ''\... 

<?«'    ,    /A  +  B  — C\       ds  /B— C\      .  ,  'W 

Pour  satisfaire  à  Ces  équations ,  supposons 

5  =  Msin(ZiH-A:j  ,     /  =  M' cos  (fo  +  ^). 

Ces  valeurs^  substituées  dans  les  équations  précé- 
dentes, donnent 

M/*— (^^)./wMZ+4  (^-^).m*M=o, 
De  la  seconde  de  ces  équations ,  on  tire 

Cette  valeur ,  substituée  dans  la  première ,  donne 

(A  +  B-Q»^.^ 

Les  équations  (9)  >  (10)  serviront  à  déterminer  les 
constantes  M'  et  /;  les  deux  autres  constantes  M  et 
k  demeureront  arbitraires. 

Si  Ton  ordonne  l'équation  (10)  par  rapport  à  /, 
on  aura 
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■  a   1  • 

•  .  .      1  ■  ■ 

eqpation  qu'on  peut  résoudre  cototxiie  .une  équation 
du  secon4  degré  ^  et  qui  donnera  pour  '/  deux  valeui^. 
Désignons  la  première;  par  /  et  la ^ seconde  pari';  -cpi 
aura ,  par. la  théorie  des  équations  linéaires, 

*' =1«  Sîn  (àrf.  F)  4-  N  sb (l't  + 1') , 
/=  M'cos  (/Ï'4-Jt)  4-N'côs(?«  +  *')» 

■  ■  ■  • 

en  supposant ,  pour  abréger , 


■•"•»■  .■■  •••l» 


Ces  valeurs  de  \5  et  s'  renferment  quatre  arbitraires, 
M,  N ,  A:,  Al';  elles  sont  donc  les  intégrales  complètes 
des  équations (8).      i^- 

48.  Reprenons>ïda4tatenant  lès  équafiràs  (7).  La 
quantité  ^sin(p— a)  représente,  comme  nous  l'avons 
dît,  la  latitude  de  h  Terre  vue  de  la  Lune,  latitude 
qui  est  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  de  la  Lune 
Vue  de  la  Terre.  Sa  taleur  peut  se  développer,  d'après 
les  formules  du  n°  25,  liv.  II,  en  une  suite  de  sipus-et 
de  cosinus  des  multiples  du  moyen  mouvement  mt  ; 
il  en  est  de  même  4âs,,trois  ,quanlités|  sin  (^,  sin  (i^— ^) 
et  cos(p— ^)f  en  substituant  donc  ces  valeurs  dans 
les  équation^  (7)^,  leui:s  seconds  membres  se  trou- 
veront composés  d'une  suite  de'  termes  semblables ,:  > 
et  chacun  d^eux  produira,  dans  les  valeurs  de  s  et 
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s',  un  tevme  correspondant  qu'on  dëtemûoera  de  la 

.  manière  suivante  : 

Soit  Hsin(A^-f~^0  ^^  terme  quelconque  du  déve*- 

^Ibp|>€fttlent  de  [^'ste(v---^)4^sw(i'^--oe)^.cos((* — p\ 
ht  ééÂ^kûl  \<Aim  multiple  quelconque  dé  miy  et  H 
M  K  étant  àie^  fonctions  donnée^  desf  ëlémens  de 
l'orbite  lufiaitié  ;  et  soit  W  cos  {ht  +' AQ  le  terme  du 
développement  de  [*cos(t^-9}rlr>'SÎn(p-a)],sin(p-^) 
qui  lui  correspond ,  c'est-à-idim  qui  a  même  argu-- 
ment  ht  ;  on  aura ,  en  ne  considérant  que  ces 
termes , 


On  satisfait  à  ces  équations,  en  supposant 

'■ '.i  =  Psia(A<+^'),    /  =  :f'cos(^/rf-A'}. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations 
précédentes,  on  trouye,  po<iûr.détennii>er  P et  P', 

•ffoi  l'ontîre 

3.[^B^V].(J^>.^4.3<è±B=S).(!h^„.M.- 

D 

Mr  -  ^^ 2 
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n^  i^:^,W*/i'^[Af^n(^).W*3|7A«TH.(^.m»]. 

Chacun  des  termes  des  produits 

[s'ëpt  (f^  — ^)+  ^ si^n  (^  -m- 4)].  cos  (v  -r^Ç.) 
et 

introduira  dans  les  valeurs  de  s  et  s'  des  termes  sçigirii  • 
blables  ^  ^t,  JI('ûo ,  auit^a.  1^<^  y^leui:s.  cçnjiplètes  de  ces 
quantité  eii  prenant  la  sovime  de  tousjcè^  termes  ^  et 
en  y  joignant  les  valeurs  de  s  et  s'  qui  ont  lieu  lors- 
^'oB  fiu|ipÔee^mils  les  ^sMondsi  membres  d%s'4k(a»^^ 
tiotii*(y))  Ott>^iiTey4tfrteM0<itia!aièpev         '^^^     - '-^ 

5  =M  sin(Zf+A:)+Nsin(Z'/-f  *0-*-PsîK^^+*0+^*^-t 
^'=M'cos(Z/-f^)+];^cos^^^  , 

M,  N,  A:,  A;'  étant  des  constantes  arbitraires. 

'49'^>^Q<»ts  6ati9fanlraM|L  ëqaBltÎMM(y^^mutoutg> 
leur  étendue;  elles  doivent  dbnortiifiBTmwl^laisi 
de  la  pré(:es$ioii  des  équinoxes  lunaires  et  de  la  nu- 
tation  de-  son  axé*  dQsrotatSon^  iMajis  k^scao^  d'en  exa- 
miner les  conséquences^  il  est  non  de  faire  quelques 

'lïo^s  avons  di«>  n^  4^/  cfêt^  ^^^^^ixiV''t(Aïi^m^ 
une  quantité  très  petite  5  on  verra  bientôt  quîl  eii  esi 
de  même  ^de-:^::g^y  en-sorte  ^ue  fli  iMHkit 
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ce  qui  donne  A  =  C.(i  — t)  et  B=sC.(f  —  i') ,  i  et  t' 
seront  de  très  petites  quantités  dont  on  pourra  né- 
gliger les!  carias  et  le  produit.  Si  l'on  substitue  ces 
valeurs  dans  l'équation  (i  i)>  elle  devient 

/♦  —  {--^—-, — 7). m'/'  -f 3_ — 5.wi's=so, 

équation  qui  donne  y  en  là  résolvant  par  approxima- 
tion, 

^  ='^  1 2(1 -i«0       "~  J  • 

On  tire  de  là  ces  deux  valeurs ,  /•  s=  m*  +  5*/»*  ^ 
l^z=z^ifm^;  on  aura  donc  >;  en  prenant  pour  i  et  fie» 
deux  racines  positives  de  ces  équations, 

/  •  V  • 

»  "        V  I  •  ■  '■  I  «■  .  •■     ^       . 

r±=:  m + 1 ™;  ^  à=  î2/>f V«?^y  * 


/  If: 


ou  bien^  en  remettant  pour  i  et  tMes  valoturs  <|ue 
ces  lettres  l'epriésentent, 

•  •  •  •         • 

Z— m—  » «.  Z'^— ^         ^«.nm    |/(A-C).(B-C) 


Ces  valeurs  substituées  dans  leâ  expiations  (1:2)  don- 
nerop);,  en  observant  que  ^e(^  i^  sont  de  très  petites 
quantités ,  .  . 


■ 
Les  valeurs  de  s-  et  s'  d^viendt^ônt  ainsi 
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^    is  • 


Si^  dans  une  première  approxîniation ,  on  néglige 
dans  les  équations  différentielles  (7),  les  produits 
de  l'angle  p  —  <p  par  les  quantités  ^ ,  5'  et  y^  le  se^- 
cond  membre  de  la  première  de  ces  équations  se  ré- 
duira à  5nf/'-^—\ysin(u — a)et€eluideladeuxième 

à  zéro;  Hsin(^^4-  ^)  +  ^^c.  représentera  donc  dans 
ce  cas  la  latitude:  de  la  Lune  développée  en  fonction 
des  sinus  et  des  cosinus  du  moyen  mouyement  mt., 
Le  terme  le  plus  considérable  de  cette  valeur  est  celui 
qui  déjpend  de  r^irgjnipent  de  la:  latitude  :  en  ne  coo^ 
sidérant  que  ce  seul  terme  et  en  le  supposant  repré- 
senté 'parWèin(hi'\'h') ,  on  aura  les  valeurs  qui  en 
résultent  dans  s  et  /, 'en  faisant  H'==o  dah^  lës^ 
équations  du  n°  48,  d'où  l'on  conclura  P  et  P'  ;  les  va- 
leurs de  s  et  s'  se.  réduiront  ainsi  aux  suivantes  : 


•  1 1 


■; 


s' =M  C08  (/< + it  )  4-  2 .  y/|^iNooi<r  H-ft^)+P'<»8CA^j.y  ): 

.  ^qo.,;Examinf)jas,mjaHiteBan^       qui  résulte '4^.  ces 
iq.j^^g^ales  par  jrgppc^rt^  aux^^l^^cemens  de  l'eq^ateur 


''«b  -Jû^  kM  ^    * 


■  •    1» 


:  Op  ^.,  par.  h  n^  4^  ^  • 
.  i  A  s.^c=  tang{fi)fein  4%^     ^aalangâcos^  ,       ?  ./' 
tfWirbntire      :-' > >  ^'V  ^  '^  ^       ^^^ 
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Si^  à  la  place  de  s  et  s',  on  substitue  leurs  valeurs, 
on  aura  ainsi 


tangÇ)  = 


et  en  supposant  poar-  ûbreger 

iîii9St  mé  de  vok^^jt  u^  66,  |iivi*-H>/que  là  valeur 
poéo^dente  poiwmiprendirecetlè  é»rm 

S!  Ton  suppose  d^aJuiord  nuUkis  leso^df^npi;  cq^x^t^^f^, 
I^jetN:;,  cette  équatiQ9  dpunera 

-  î  '    f  3=  ^«  +  A'    ott    <p^  =•  t8o«»4"  fe  -î-  /i^V 


taiig(^_^j5-«^== 


I     ;     »» 


selon  que  P  sera  une  quantité  positive  ou  négative. 
Voyons  quelle  est  celle  de  ces  deux  vaïèurs  qui  s*ac- 
oorde^vec  les  obseryalionsT' ^  \  ^  ..^     ii/Li- 

L'angle  m^+  c+4  est  la  longitude  du  rayon  vec- 
féiir  tnené  dé  la  Ltïiid  à  ïâ  T^rfe;*fcbtnptée  à*^^^^^ 
WM'rta^M  afeô&Aiïa^t^'  de*  'l'aqtiiteur  im^'x 
i8o^+A^+A'  est  l'argument  de  la  latitudëWlâ 
Lune,  et  par  conséquent  Af-F^^lsP^dts^tàiidè  ^(M  la 
Terre  au  nœud  âi^odant  de  V<grb6  liihi|ire^3  mt-^C'\-^ 
— ht — N  exprime  donc  l'angle  compris  ^vi^^,}f\nf^f^ 
ascendant  de  l'orbite  et  le  nœud ,  descendant  de  l'é- 
quateur  dé  lia  Lune;  Or,' on  a,  j»âr'ce  ^î  précède. 
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u  ëtatnt  tme  très  petite-  qnaalité  qai  exprime  hp  lihr»* 
tion  de  la  Lune  en  ioagitude ,  et  qui  n'est  composée 
que  de  termes  périodiques;  Si  Ton  néglige  ces^  ternes^ 
cm  aara 

d^où  il  smt  qtré^  le  lietr  liiéjen  àa  ncend  descendant  de 
Féquateur  de  la  Lune  cdïhcîdera  exactement  avec  fc 
Mew  moyen,  dé  Fôrbite  >  résultat  qui  s'accorde  ai^éc  la 
tfajéorie  fondée' sur  lés  observafidris 'faites  par Cassini 
et  réplétées^  ensuite*  pai^- Màyéf  etXatande* 
Sians'le'SecoiEid~èjii67~on  a- 

....•■  I      •■'■   •  »  « 

on  aura  donc 

.— •  '■•  ■ 

mt-+'C'\^'lf  —  ht — A'=  i8o*, 

et  le  ii<|eu4  s^eendant  de  l'équateur  lianaîre  <^ïaci^ 
dena  par  con^^qoenrt  a)prs  avec  le  noeud  descendant 
de  Torbite^  Ce  caripoorrait^^  comme  i  oui  T<â:|  auroir 
égAleme9itlieti;vii;:sixfimt  pour  cela  ^è  JB.ftat  une 
.  quatftité'^négiative;  maie  rcomme  le  pnômiep  pésuUat 
s'accorde- exài[^efmnt  lavco  les  '  o&Be:i^atic»6  ^  îd  féét 
'en-  conclure  que  la  valeur  dp  P  est  positive. 

Considérons  notfiétlement  l'esipression  générûe^e 
tang(^f— i  Jte-^A').  Il  est  aisé  de  voir  quèr  l'angle 
f  .^  ht^^h!  ne  poiirrà  jamais^  atteindre  l'angle  dnut 
en  plus  ou  en  mcânsr^  ^  le  dénominateur  de  cetteri^- 
pression  est  c^nslammeM  de  mènïe'  aligne  et  {dus 
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grand  que  zéro.  En  sorte  que  (p  sera  dans  ce  cas  égal 
à  ht'+'h'  plus  ou  moins  un  angle  toujours  moindre 
que  go^i  et  par  conséquent  la  valeur  moyenne  de 
^  sera  encore  alors  Ai  +  A'.  Si,  au  contraire,  ce 
dénominateur  pouvait  devenir  nul ,  la  valeur  de 
ta]^g(^ — ^^ — ^0  deviendrait  infinie;  l'angle  <p — ht — h 
dépasserait  alors  90"",  il  pou;rrait  même ,  par  la  suite, 
devenir  égal  à  une  ou  plusieurs  circonférences,  et 
iU  ne  serait  plus  possible  par  conséquent  dassigner 
'dans  ce  cas  aucune  limite  à  ses  accroissemens. 
:■.:  Ov^  les  observations  ayant  fait  voir  que  le  nœud 
descendant  de  l'éqviateui?  de  U  Lune  ue  s'éloigne 
jamais  que  très,  peu  du  nœivi  moyen  ascendant  de 
àon  orbite,  et  qu'ainsi  <Pi— Aé^-^A'  est  :  toujours 
un  angle  peu  considérable,  il  en  résulte  que  l'ex- 
pression 

, ,  -«  ■ ,  ••«...     ...  ■•      _ 

ne  doit  janiais  devenir  nulle,  quels  que  soient  les  an- 

-gles(/— 'A)^.+f-A: — Â',  etc.y  ce.«qui  exige  qœ  cette 
quantité  ne  change  pas  de  signeSi^  et^jue  parcconsé- 

'qucnt  la  valeuc  de  P  soit  plus  grande  que  lasomme 
'des  coefEciens  M,  h\  £,  ab^actibn  faite  des  sjgpes 

'dt  ces  quantités.  Nous  avons  vu  que  lorsqù<^M,  L, 
K  sont  nuls,  P  doit  être  uoe  quantité  positive;  il 
faut  donc,  dans  le  cas  général,  que  P  ait  une  valeur 
positive  plus  grande  que  la  sonosme  des  valeurs  de 
M>  L,  K,  pour  que  ^—*A^ — A',  soit  un -angle  toujours 

'moindre  que  l'angle  dix>it;  et  il  faut  en'. putrç  que  les 
quantités  .M,  L,  K,  et  par  conséquent  MetN, 
soient  très  petites  par  rapport  à  P,  pour  que  l'angle 
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et  len  déânire,  'Comme  notis  Payons  fait  rc9atrrt> 
mcMt  à  rexpreâsion  de  la  libration  en  longitude , 
les  'dlbnnées  ^"elles  fournissent  sut*  la  consftitutron 
du  sphéroïde  lunaire.  H  est  évident  d'abord  que  pour 
que  'tes  voleurs  de  s  et  s^  demeurent  constamment 
très  'petites,  comme  les  observations  l'indiquent ,  il 
faut  que  les  coe^ieiens  M ,  N ,  BT,  N',  P  et  F  soient 
très  petits,  et  que  de  plus,  les  coeffidens  /,  /', 
fc,  etc.,  'soîerit  réels.  Or,  les  quantités  h,  etc.,  sont 
réelles  de  leur  nature;  mais  pour  que  les  valeurs  de 
l  et  V  le  soient  aussi ,  il  faut  que  les  racines  de  Té- 
quation  (lo)  soient  non-seulement  réelles,  mais  en- 
core positives,  ce  qui  donne  les  trois  é^atiousL  fle 
condition  suivantes  : 

(A+^B— C)-— 4..(A— C).A— (B— C).B>o, 
(A-+-B-C)H(A-C).A+(A-B).B>i6.(A-C).(B-C).AB, 

(A— C).(B— Ç)>o. 

tSi  l'une  de  ces  conditions  n'était  pas 'satisfaite,  iles 
valeurs  de  s  et  <s'  renfermeraient  ile  îtemps  t  hors  ded 
signes  sinus  et  cosinus,! et  pourraient  augmenter  in- 
définiment, ^ce  qui  est  contraire  .aux  phénomènes 
observés.  >La  idemière  montre  que  le  produit 
(A— C).(B— G)  doit  toujours  être -positif ,  ce  :qm 
exige  *que»C  soit  ile  «plus 'grand  ou  le  ^plus  'petit  des 
trois  momens  d'inertie  A,  &,  C  «Or-y^C  est  le  mo- 
ment d'inertie  (qui  se  rtaf^rte  ^au  troisième  axe 
principal  de  la  Lune ,  celui  autour  duquel  elle 
tourne;  il  est.  donc  naturel  de  supposer  qu'il  est 
plus  grand  que  les  momens. d'inertie  A,  B,  qui  se 
rapportent  aux  axes  principaux  situés  dans  l'équateur^ 
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puisque  la  Lune  a  dû  nécessairement  s'aplatir  dans 
le  sens  des  pôles  par  l'effet  du.  mouvement  de  rota- 
tion. Nous  ayons  déjà  vu,  n*  44>  ^^^  ^  —  A  doit 
être  une  quantité  positive  pour  que  la  libration  de 
la  Lune  en  longitude  soit  toujours  peu  considérable; 
C  est  donc  le  plus  grand,  et  A  le  plus  petit  des 
trois  momens  d'inertie  du  sphéroïde  lunaire. 

52.  Reprenons  les  équations  (S),  n"*  46;  en  remar- 
quant que  a  est  un  fort  petit  angle,  on  peut  les  écrire 
ainsi  : 

d'8  (A+B-C)     à'   /A-C\     .      3L/A-C\,,,    ,  .  ,      ._.      .) 

JV  (A+B^)     ds   /R-C\     .  ,    3L  /B-C\ ,.,..,      .    .  ,      ,  ^' 
j^ J •'^"\"a"  J        ~  r^\"A~/^  "*^^  .sinCi'-fleJ.sinCi^).! 

Les  seuls  termes  de  ces  expressions  qui  puissent 
devenir  sensibles  sont  ceux  qui  dépendent  de  l'argu- 
ment moyen  de  la  latitude,  à  raison  deleur  grandeur, 
et  ceux  qui  acquièrent  par  l'intégration  de  très 
petits  diviseurs,  circonstance  qui  peut  les  rendre 
considérables,  quoique  très  petits  par  eux-mêmes. 
Voyons  ce  que  deviennent  dans  ces  deux  cas  les  quan- 
tités que  nous  avons  désignées  généralement  par  F 
et  P'.  Si,  dans  une  première  approximation,  on  né- 
glige les  termes  des  seconds  membres  des  équations 
précédentes  qui  dépendent  des  ang^les  8  et  (^— ^  qui 
sont  de  très  petites  quantités ,  le  second  membre  de 
la  première  des  équations  (i3)  se  réduit  à 

et  celui  de  la  seconde  à  zéro. 
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On  a  vu,  n*  48  >  que  5^sm(p— a)  représente  la 
tangente  de  la  latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune  , 
et  a  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Forbe  lunaire 
comptée  d'une  ligne  fixe.  Ge  point  a  un  mouvement 
rétrograde  sur  le  plan  de  Fécliptique  fixe,  et  en  dé- 
signant par  — amt'\-g  la  partie  moyenne  de  ce 
mouvement  qu'il  nous  suffira  de  considérer  ici,  et 
substituant  pour  ^  la  longitude  moyenne  m/ + c  de 
la  Terre  vue  de  la  Lune,  on  aura 

j'Sin(p  — a)  =  y  sin[(i  -|-a)/ii/+^. 

Nous  avons  représenté,  n®  48 >  P^r  2.Hsîn(A^+A0 
la  somme  des  termes  périodiques  du  second  mem- 
bre de  la  première  des  équations  (7);  en  suppo- 
sant donc  que  Hsin(Ar-|-^')  est  le  terme  de  cette 
suite  que  nous  considérons ,  on  aura 

H  =  j' ,     ^ss  (i -f-a) /7i, 

a  étant  une  très  petite  quantité  dont  on  peut  négliger 
le  carré.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  h  dansD,  et 
qu'on  néglige  les  termes  de  l'ordre  a*,  on  pourra 
lui  donner  cette  forme 


D=^ 


A  +  B—C 


AB 


[aCo+S .  (  A—C)]  •  /n*—  6A .  (^=1^ .  am^. 


On  peut  négliger  le  dernier  terme  de  cette  expression, 
à  cause  de  la  petitesse  de  ses  deux  facteurs,  et  en 
faisant  H'  =  o  dans  les  valeurs  de  P  et  F,  on  aura, 
à  très  peu  près , 

p p^ 3.(C>— A).y 

aCa-.3.(C— A)* 
Tome  IL  20 
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Tous  les  termes  des  valeurs  de  s  et  s' qui  acquièrent 
de  petits,  diviseurs  par  l'intégratioa ,  ont  été  discutés 
avec  soin,  en  tenant  compte  des  principales  inéga^^ 
lités  de  la  Lune  du  premier  et  da  second  ordre, 
par  rapport  à  l'inclinaison  et  à  Texcentricité  de  son 
orbite,  et  Ton  a  reconnu  que  le  seul  d'entre  eux  qui 
puisse  devenir  sensible  est  celui  qui  dépend  de  la  Ion* 
gitude  du  périgée  lunaire.  L'inégalité  qui  en  résulte 
a  une  période  d^environ  six  années  ;  elle  dépend  de  la 
seconde  approximation,  c'est-a-dire  qu'elle  est  du 
second  ordre  par  rapport  aux  quantités  Q,  y  et  e, 
en  désignant  par  e  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire. 
Pour  la  déterminer,  reprenons  les  équations  (i3)  j  en 
remarquant  que  a,  désignant  la  longitude  du  nceud 
ascendant  de  Forbite  de  la  Lune,  comptée  du  nœud 
descendant  de  son  équateur,  est  un  très  petit  angle 
dont  on  peut  faire  abstractîou ,  on  aura 


d*8  (A+B-C)     ds'    /A-C\     ,      3L  /A-Cx,.  ...  ,       , 

d'à'  (A+B-C>    d3    /B^N     ^      3L/B-C\,.  ,    ,   .       .  ^      . 


(i^ 


Par  les  formules  du  mouvement,  elliptique ,  on  a 

-  =  I  — -  e  cos(mt  +  c  —  û)), 
'    («=:s  i7i^-4«c--<-^n-4^2asin(0eeHt.o^*.^)^ 

e  étant  l'exjcentricité  et  II  la  longitude  du  nœud  as- 
cendant de  l'orbe  lunaire,  /w^+c  la  longitude  moj^enne 
de  la  Terre  vue  de  la  Lune ,  et  û»  la  longitude  du  pé- 
rigée de  l'orbite qu^elle  est  supposée  décrire,  ces  trois 
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loQgitiiides  ëteiirt  oatn{itée&  fittf  fe  j^laA  de  fédifrfSqtië 
à  partir  d'une  ligne  fixe.  De  ces  équations^  en  n'ayatrt 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  la  première 
puissance  de  e,  on  tire 

pC3:i,.[i+«eca9Cm£4.c— »)], 

sin  ('=sin(m^-|-c-n)+2e  cos(m^+c-)si n(m  t-jr  C*^) • 

On  peint  d'ailleurs  >  comme  P'^ftit  xm  trèd  pétk 
arC|  négliger  son  carré  dans  lei  seconds  membres  des 
équations  (x4)9  ou,  ce  qoi  revient  au  même,  lesùbeh- 
tiluer  à  la  place  de  son  siiius,  et  supposer  ma  ccMi^ 
nus  égal  à  l'unité.  Or,  l'expression  de  cet  ait:  cose- 
tient,  d'après  le  CP  45  >  1©  terme  ae  sm{mt  H-  c  -— û>)  j 
on  aura  donc 

En  vertu  des  valeurs  précédentes,  le  second 
membre  de  la  première  des  équations  (i4)f  €n  ne 
considérant  que  les  termes  de  l'ordre  des  exiÉetitri^ 
cités  de  l'orbe  Irmaire ,  devient 

-3-/  -^ \(fl+y) •  [2tfC0s(mi+c-n)sm(mi+c-#)  +3#rin(mH^^n)], 

OU  bien,  en  négligeant  les  termes  périodiques p 

On  verra,  de  la  même  manière  que  le  second  membre 
de  la  deuxième  de  ces  équations  se  réduit  à 

30.. 
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ce  qui  donne,  eq  négligeant  la  partie  périodique ,  le 
terme 

S 
« 

•^  .(5=-).(8  +  >)-ecos(û>— n). 

Il  faut  substituer  ces  valeurs  dans  les  équations  (14); 
mais  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cet  article, 
nous  observerons  que  y  sin  {s» — a)  exprime,  u*^  52,  la 
latitude  delà  Terre  vue  de  la  Lune ,  qui  est  égale  et  de 
signe  contraire  à  la  latitude  de  la  Lune.  Or,  l'expres- 
sion de  cette  dernière  latitude  contient,  dans  la  partie 
qui  est  due  à  la  force  perturbatrice ,  une  inégalité  de 
cette  forme 

—  j  ^.K.sin  (û)— n), 

laquelle  produira,  dans  le  second  membre  de  la  pre- 
mière des  équations  (i4)^  \^  terme  suivant  : 

^-  (^).e9..K.sin(û)— n), 

qu'il  faudra  joindre  au  terme  déterminé  plus  haut.  Les 

T 

équations  (i4)>  ^^  observant  qu'on  a  aw*  =  -3 ,  devîen- 
dront  ainsi 

«?«  ,  (A+B-C)     d»    /B-C\     ,,     ,    ,/B-C\,a.    »         ,     „. 

L'action,  du  Soleil  fait  varier  les  nœuds  et  le  péri- 
gée de  l'orbite  lunaire;  le  mouvement  du  périgée 
est  direct;  désignons  par  &/7i^-(-:f  sa  longitude  moyenne 


3i* 
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mptée  à  partir  d'upç  ligne  fixe  ;  le  mouvement  des^ 
ends  étant  rétrograde,  soit  icommê 'précédemment 
-amt+g  la  longitude,  moyenne  du  nœud  àscends^Bt 
mptée  de  la  même  ligne  ;  co  représentant  la  longi- 
de  de  Torbite  de  la  Terre  Yue  dé  la:  Lune ,  est 
al  à  la  longitude  de  l'orbe  lunaire  augmentée^  d'une 
mi-circonférence  :  on  aura  donc  ainsi 


a> 


—  n  ==  (a'+'b).mt+/'^  g+  i8o*. 


l'on  substitue  cette  valeur  dans  les  équations  dif- 
*entielles  précédentes  et  que  pour  y  satisfaire  on 
ppose  -  '' 

^  =3  P  •siu  [(a  +  b).mt+f'^  g] , 
/=  F .  cos  [(a  -+•  b) .  mt^f^  g] , 


;t  b  étant  de  petites  quantités  dont  on  peut  négliger 
carrés  et  les  produits  par     ~     et     ""  ,  on  trou- 

•a .  a  très  ncii  nreft . 


ra ,  a  très  peu  près , 


".  -■  .■  t 


I 


aura  donc,  en  vertu  des  deux  termes  crue  nous: 
iOns  de — "    — " 

|t     dé    S^  y 

;    *  ■   ■  \  f  .'î  -   '  ■ 


nons  dé  considérer  ^  pour  lés  valeurs  complètes  de.. 

,    j'  {      f         .'  ^    ■?■■•■.'-■  -  ''    î  :.)....  J       ■  '  •..;■..- 

(tdey,  ..  ,  .  ; 
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55,  Si  Ton  élève  au  carré  ces  valeurs  et  qu'on  les 

siat>9titue  ensuite  dans  Féquation  tang  fl=\/?-Pl'^, 
en  négligeant  les  produits  de  tnns  dimensions ,  par 
rapport  à  e,  fl  et  5/ ,  on  aura 

Comparons  cett«  valeur  anix  obgewatîons.  Eti  ne  con- 
sidérant df^lierd  que  son  preilii^r  terme ,  on  a 


Mayer,  par  des  observations  faites  en  1749*  ^Y^it 
trouvé  Finclinaison  de  l'équatèur  lunaire  égale  à 
I®  29',  MM.  Bouvard  et  NicoUet ,  par  des  observ^ions 
Renouvelées  dans  ces  derniers  temps  et  que  noua 
avons  déjà  citées,  ont  réduit  cette  inclinaison  à 
I**  28^45^;  résultat  qui  ne  diffère  que  de  i5^  de  celui 
dfe.  Mayçp,  et  qui  démontre  avec  évidence  linya- 
riabîKté  de  rinclînaison  moyeûrie.  Nous  supposerons 
donc  fl  =  i'28'45'';  on  a  d'ailleurs  par  la  théorie  de 

la  Lune , 

»    ■  »    .  ■  ..... 

■     •  : •  •       ■ 

>'  =  S*  8'  49^    ^  =  o .  004022 . 
Ot^iùra^dbnci'au  moyen  de^Ti^q^atioi^  (1^) , 
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m 

3.(^-.^)  =  -jq:^  =0.0017972. 

Or,  d'après  l'ordre  de  grandeur  des  trois  quantités 
A 9  B,  C,  on  a 

B  —A    ^  C— A 


La  première  de  ces  deux  quantités  est  .  donc 
moiadrè  que  o  •  0006 ,  comme  nous  l'avons  supposé 
n«45. 

Reprenons  maiïitentot  la  valeur  complète  de 
tang  G  ;  ^u  ne  considérant  que  les  termes  dont  nous 
avons  d'abord  fait  abstraction ,  et  négligeant ,  comme 
nous  le  faisons,  le  can^é  de  8 ,  on  en  tire 

éqi^ation  dans  le  second  membre  de  laquelle  on  subs- 
tituera pour  fl  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (i5). 

Les  deux  inégalités  que  cette  expression  renferme 
ont  pour  limites  leurs  coefiiciens,  et  Ton  peut  en 
calculer  approximativement  les  valeurs.  En  effet,  on 
a,  par  ce  qui  précède , 

Ô=o.i879,>,    7=  5-8' 49". 
et  par  la  théorie  de  la  Lune , 

^=0.05487 ,      a  zsz  0.0040:22, 
Âcso. 008452,   K=;'o.o59io6. 
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En  supposant  donc  pour  un  moment, 

C— A       C— A 


B 
on  aura 


o • oooSggoy , 


Ainsi ,  le  maximum  de  la  seconde  inégalité  de  0  ne 
s'élèvera  pas  à  i'  5j",  c'est-à-dire  à  la  cinquan- 
tième partie  environ  de  l'inclinaison  moyenne. 

Le  maximum  de  la  première  inégalité  ne  saurait 

être  déterminé  rigoureusement ,  parce  que  la  valeur 

C— B 
de      ,      est  encore  inconnue  ;  mais  on  peut  en  fixer 

la  limite  en  observant  que  l'on  a 

C  — B^C— A 

—AT  ^  "^^  ' 

d^où  il  suit  que  la  première  inégalité  est  moindre 
dans  son  maximum  que  le  double  de  la  seconde , 
c^est-à-dlre  qu'elle  est  au-dessous  de  ^  de  rinclinai- 
son  moyenne  de  l'équateur  lunaire  à  l'écliptique. 

54*  Les  valeurs  de  s  et  de /produisent  deux  inégali- 
tés semblables  aux  précédentes,  dans  la  valeur  de  <p,  et 
par  suite,  dans  l'expression  de  la  distance  du  nœud  des- 
cendant de  l'équateur  lunaire  au  nœud  ascendant  de 
l'orbite.  En  effet,  en  ne  considérant  que  le  premier 
terme  de  ces  valeurs,  on  a 

tang  (p=:  î,  =  tang.[(i  -f.  a)mt  +  c— g-]. 
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d'où  Ton  tire 

^  =  (i  *f- a)  m<  *f- c  — ^. 

On  a  d'ailleurs ,  en  faisant  abstraction  de  la  libration 
en  longitude  qui  est  très  petite , 

•vp  =  (p  •—  mt  — •  c  j 
on  aura  donc 

•>|r  :=:  amt  —  g , 

c'est-à-dire  que  le  nœud  de  Féquateur  lunaire 
coïncide  avec  le  nœud  de  l'orbite  ^  comme  nous  l'a- 
vons démontré  généralement  n^  5o.  Considérons 
maintenant  les  termes  du  second  ordre  dés  videurs 
de  s  et  /;  faisons  pour  abréger, 

En  sorte  que  Z  exprime  l'angle  compris  entre  le 
nœud  de  Féquateur  de>  la  Lune  et  le  nœud  de  son 
orbite  compté  sur  le  plan  parallèle  à  l'écliptique^ 
et  dans  Tordre  des  signes.  On  aura^  en  mettant  pour 
4  sa  valeur 

Ç=  (i  4-<i) /w^4-c  —  g'^<Pf 

d'où  l'on  tire 

f 

tang  9  .sin  Ç  =  tang  9. 8in[(i  +  o) /i»t  +  c  — ^— ^)] 

=«'sîn[(i  +a)/i»/+c — g\  —  «cos[(i  +a)mt^e'-^g\ 

Si  l'on  substitue  pour  s  et. s'  leurs  valeurs,  qu'on 
divise  ensuite  l'équation  résultante  par  la  valeur  de 
tang  6  ^et  qu'on  néglige  les  puissances  de  e  supe* 
rieures  à  la  première,  ce  qui  permet  de  mettre  Farc  ^T 
à  la  place  de  son  sinus,  on  aura 
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On  peut  calculer  le  coefficient  de  la  seconde  de  ces 

B^) 

=  0.0008986,  au  tnoyen  des  valeurs  de  e,a,b, 
ô,  y^  B,  données  précedempnent,  on  trouvera 
i^a^ 4^"  pour  la  valeur  de  ce  coefficient,  d'où  Fou 
voit  qu'en  vertu  d^  la  seconde  des  inégalités  de  ^  > 
1^  nœuds  de  l'équateur  et  de  l'orbite  lunaires  peu- 
vent s'écarter  l'un  de  l'autre  de  plus  d'un  degré* 
Le  maximum  de  la  seconde  inégalité  ne  peut  encore 
se  déterminer,  parce    qu'on  ignore,    comme  nous 

levons  dit ,  la  valeur  de     ■      ,  mais  on  est  stsstiré 

qu^il  ne  saurait  surpasser  le  double  de  la  seconde, 
c'est-à-dire  environ  deux  degrés.  Mayer  avait  trouvé 
par  ses  observations  Ç'  =  —  5*56';  MM.  Bouvard  et 
NicoUet  ont  conclu  des  leurs  Ç=i**48'-  On  peut 
attribuer  la  différence  des  deux  résultats,  en  partie 
aux  erreurs  des  observations,  et  en  partie  aux  varia- 
tions que  subit  la  quantité  ^  en  vertu  des  inégalités 
qu^elle  renferme. 

55.  M.  NicoUet,  d'après  les  derniers  calculs  qu'il  a 
faits  sur  les  observations  de  M.  Bouvard ,  a  trouvé 
l'inclinaison  moyenne  de  l'équateur  lunaire  sur  l'é- 
eliptique  de  i^'^S'^^^',  valeur  un  peu  plus  grande 
que  celld  que  nous  avions  d'abord  adoptée  ;  on^  en  a 
déduit 
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3{C~A)  o 

-^— rg ^  =0.000178. 

Au  moyen  da  cette  valeur  et  de  celle  de  — g— 
rapportée  n*"  4^,  on  conclut,  à  très  peu  prèB, 

3(C  — B) 

-^— r i  =  0.00012. 

A 

Si  à  l'aide  de  ces  valeurs  et  de  celles  que  nous 
avons  rapportées  plus  haut,  pour  les  quantités 
a,  A,  9>  ^,  etc.,  on  réduit  en  nombres  les  coefficiens 
des  inégalités  des  expressions  précédentes  de  9  et  de 
Ç,  en  faisant  pour  abréger 

on  trouve 

»■ 

Ô  =  I  »  28'i42*  -f.  1 5"  sin  D  sin  E + 97"  cosD  cos  E , 
Ç=       44^'cosBgînE-^57ai*'5iaDcosE. 

Dans  ces  formules^ -^i^résenfe  l'inclinaison  vraie 
de  réquateur  lunaire  sur  l'écliptique,  Ç  la  distance 
é»'>kkOèJià  descenfdant  ûe  Téquateur  de  là  Luhe  au 
n^iui' .  âseendant  de  son  orbite.  D  est  là  distanëè 
moy^UGl  de  la  Lune  à  son  nœud  ascendant  et  J^  ceU^ 
de  6(m' périgée  à  ce  même  nœud. 
:  ^i  Nous  avoos'  dit,  m?  ^a,  que  la  position  des 
pôles  n'était  pas  stable  à  la  surface  de  la  I/une;  il  est 
aisé  de  déterminer  maintenant  les  variations  qu'ils 
éprouvent; 

En  effet ,  si ,  à  l'aide  des  données  précédente3 , 
àtk  cbii^erât^'ék  nôîàBiré  les  coefficiens  des  exprès- 


\. 
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sions  de  s  et  de  s',  n'  5a ,  on  trouve 

s  =  (i'  28'  42').  sin  D  +  1 3"  sin  E , 
*'=  (ï»  28' 42').  cos  D  4- 97"cosE , 

V 

d'où  en  différenciant  et  observant  que  l'on  a 

dD  ,  ,  dE  ,  L  / 

-2.  =  i  +  a=i. 00402,     ^=a+b=:o.oi247, 

on  tire 

A=(iO28'65'0.cosD4-o",3cosE,    : 

maû        ^  * 

^^  =— (i» 28' 63").  sinD  —  r" sinE.         ' 
Les  équations  (6)  donnent 

+     d8  p  ,         ds  a 

mdù  m*  mdt  m* 

on  aura  donc 

t  =  ai"  sinD  —  i2"sinE , 

m 

^;=z  21"  COSD  —  Q7"C0SB^  : 

Si  Ton  nomme  cT  Fangle  que  forme  Taxe  instant 
tanë  de  rotation  de  la  Lune  ayec  l'axe   auquel  se 

rapjiorte  le  plus  grand  moment  d'mertîe  C,—~^=z=. 

exprimera  généralement,  n""  i ,  le  sinus  de  cet  angle; 
on  aura  donc,  à  très  peu  près,' 


_   V'p'+q 


a 


m 

■■:.'■(■  -"•■-■    »• 

En  substituant  pour  p  etq  leurs  vsileur^:,;  pqk  verra 
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que  la  plus  grande  valeur  de  Fangle  eT  serait  de  :k^  36% 
en  sorte  que  les  pôles  de  rotation  de  la  Lune  peuvent 
faire  autour  des  pôles  de  son  ëquateur  des  excursions 
dont  l'étendue,  dans  son  maximum  y  est  de  :2'36''. 

57.  Nous  avons  rapporté  jusqu'ici  les  mouvemens 
de  Te'quateur  lunaire  à  une  écliptique  fixe;  il  res- 
terait, pour  compléter  la  théorie  de  la  libration 
de  la  Lune,  à  considérer  les  mouvemens  de  ce  plan 
relativement  à  Técliptique  mobile.  Mais  il  est  aisé 
de  se  convaincre,  par  une  analyse  très  simple ,  que 
les  équations  qui  déterminent  la  position  de  Féqua- 
teur  lunaire  sont  absolument  de  même  forme ,  soit 
qu'on  la  rapporte  à  l'écliptique  fixe  ou  à  l'écliptique 
mobile,  pourvu  qu'on  rapporte  au  même  plan  la 
position  de  la  Lune  dans  son  orbite  ;  d'où  l'on  peut 
conclure  que  les  lois  des  phénomènes  qui  dépendent 
des  mouvemens  de  son  équateur  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  cas.  Pour  se  rendre  raison  de  ce  ré- 
sultat,  il  faut  concevoir  que  l'attraction  de  la  Terre  sur 
le  sphéroïde  lunaire ,  ramenant  sans  cesse  l'équateur 
et  l'orbite  de  la  Lune  au  même  degré  d'inclinaison 
sur  l'écliptique  vraie,  la  constance  de  l'inclinaison 
mutuelle  de  ces  deux  plans ,  et  la  coïncidence  de  leurs 
nœuds ,  n'éprouvent  aucune  altération  des  déplace- 
mens  séculaires  de  l'écliptique.  Enfin ,  nous  n'avons 
pas  tenu  compte,  dans  la  théprie  précédente ,  de  l'ac- 
tion du  Soleil  sur  le  sphéroïde  lunaire,  parce  que 
toutes  les  recherches  qu'on  a  faites  à  cet  égard  ont 
prouvé  que  cette  action  n'a  aucune  influence  sensible 
sur  les  mouvemens  de  la  Lune  autour  de  son  centre 
de' gravité. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


/' 


Formules  générales  pour  déterminer  les  attractions 
des  sphéroïdes  défigure  quelconque. 

.  I .  Soit  dm  l'un  cpelconque  des  ëlémens  du  sphé- 
roïde ;  nommons  f  sa  distance  au  point  attiré  ;  -^ 

exprimera  Faction  qu'il  exerce  sur  ce  points  et  en 
multipliant  cette  expression  par  les  cosinus  des  angles 
que  forme  la  droite  y  avec  chacun  des  axes  coordon- 
nés, on  aura  les  trois  composantes  de  cette  force,  res- 
pectivement parallèles  à  ces  axes.  Soient  ^,^,  «,  les 
coordonnées  de  l'élément  dm ,  rapportées  à  trois  axes 
rectangulaires  passant  par  le  centre  du  sphéroïde , 
et  a^  b,  c  \e^  coordonnées  du  point  attiré  relatives 
aux  mêmes  axes ,  on  aura 


On  peut  regarder  l'élément  dm  comme  un  petit  paral- 
lélépipède rectangulaire  dont  les  dimensions  sont  dx, 
djy  dz\  fàxv  nommant  donc  /  sa  densité,  f  étant  une 
fonction  des  coordonnées  x^jr^z  variable  suivant 
une  loi  quelconque,  on  aura 
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dm  =  fdxdjdz. 

Cela  posé,  désignons  par  A^  B,  C  les  attractions 
exercées  par  le  sphéroïde  parallèlement  aux  axes  des 
X  y  des  j*  et  des  2,  et  dirigées  vers  l'origine  des  coor- 
données, on  aura 


A=  rrr    î'{ci—^)'dxdydz 


3  y 


B = rrr — v^^-yu^^y^^ — _  1 

p  __  rrr      e.(c—s).dxdj-dt 

jJJ  R«-^)* + ib-yY + (fi—yy 

les  triples  intégrales  se  rapportant  aux  variables 
^yT>  z,  qui  fixent  la  position  de  dm,  et  devant 
s'étendre  à  la  masse  entière  du  sphéroïde. 

On  voit  par  ces  formules  que  si  l'on  désigne  par 
y  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  élémens 
du  sphéroïde^  divisés  respectivement  par  leur  distance 
au  point  attiré  ^  en  ^orte  qu'on  ait 


çdxdydz 


v=  rrr— ?^ 

JJJ  [(a-x)*  +  (i- 


I* 


les  intégrales  devant  être  étendues  à  la  masse  en- 
tière du  sphéroïde ,  la  fonction  V  aura  cette  pro- 
priété remarquable,  que  ses  trois  différences  partielles, 
prises  par  rapport  aux  coordonnées  a,  b,  cdu  point 
attiré,  donneront  immédiatement  les  valeurs  de  A,  B, 
C.  En  effet,  les  intégrations  n'étant  relatives  qu'aux 
coordonnées  0Cfjr,z,  on  a  évidemment 
Tome  II.  21 
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Si  la  ydkur  de  V  était  connue^  oa  aurait  douc^  par 
oiie  simple  âtffët*entiatioki >  belles  de  A^  B^  C.  Géné- 
ralement, pour  avoir  l'attraction  qu'exerce  le  sphé- 
roïde sur  le  point  attiré  parallèlement  à  une  droite 
quelconque  ^  il  suffira  de  regarder  V  cotaime  fonction 
de  trois  coordonnées  rectangulaires  dont  Tune  soit 
parallèle  à  cette  droite  j  le  coefficîeni;  de  la  differen- 
tiefle  de  V,  relative  a  cette  coordonnée  et  prise  avec 
un  signe  contraqhre,  exprimera  l'action  qu^exerce  le 
le  sphéroïde  parallèlement  à  la  droite  donnée,  et 
dirigée  vers  l'origine  des  coordonnées. 

2.  La  fonction  V  jouit  encore  d'une  propriété  impor- 
tftnte ,  c'est  qtte  si  on  la  diff^nde  une  seconde  fois , 
par  rapport  aux  coordotmées  a,  b,  c  et  quVm  ajoute 
les  doefficiens  de  ses  trois  différences  partielles ,  cette 
âomme  sera  constamment  égale  à  zéro.  En  effet ,  en 
représerntant,  comme  précédemittént ,  par  y  la  fonc- 
tion [(a — xy+{b — jry^Çc  —  2)*]*,  on  aura 


/// 


^dxdydz 


ilntégrâtibn  devant  s'étendre  à  la  masse  etitière  du 
sphéroïde.  Les  signés^  f  n'éfaiit  relatifs  qu'aux  va- 
riaWs  ,r,  j,  z,  il  est  évident  qu'on  aura 


^+S  +^:Z^Î/St^'^hà^^^ 


TXf  SYSTÈME  DU  MONDE.  SaS 

Or,  en  dilFërenciant  deux  fois  la  valeur  de  -^^   on 
trouve 

db" 75  > 

7_  a(»— c)'— (J— g)'—  (y— &)' 

d'où  l'on  tire 

ûP.i       rf-.J.      rf».i 

«    T^    J^    —  "  > 


<il»     T^     <ii«     T^     dc« 

on  aura  donc,  par  conséquent, 

d'y    ,  d»v  ,  rf-v  ,  . 

dâ^  +  5F  +  -3F  =  °-  (') 

Catte  équation  remarquable  â  été  décpuyorte  par 
Laplace  >  qui  en  a  fait  la  base  de  sa  belle  théorie  de 
la  figure  des  corps  célestes.  Elle  a  Heu  rigoureuse-- 
ment  toutes  les  fois  que  le  point  attiré  est  âitu|^ 
au  dehors  du  sphéroïde  ou  dans  Tintérieur  d'un  sphé- 
roïde creux  j  mais  elle  cesse  de  subsister  lorsque  le 
point  attiré  fait  partie  de  la  masse  du  sphéroïde, 
parce  que,  dans  ce  cas,  la  distance  y  devenant  nulle 

—  ,   la  somnie  Àm 

\  :  ;  I  : .  ■ 

trois  différences  partidle&  de  4  se  réduit  à  Ja  fQffîie 
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de  I ,  et  elle  n'est  plus  nulle  par  conséquent  pour 
toutes  les  valeurs  de  oc,  jr,  z.  M,  Poisson  est  le 
premier  qui  ait  fait  remarquer  ce  cas  d'exception  de 
l'équation  (i). 

3.  Pour  déterminer  dans  ce  cas  la  valeur  de  la  fonc- 

tion  -j-^  +  -jn  +  -jn  f  supposons  une  sphère ,  dé- 
crite de  l'origine  des  coordonnées  et  d'un  rayon  quel- 
conque, qui  embrasse  le  point  attiré  et  soit  comprise 
tout  entière  dans  le  sphéroïde.  La  fonction  V  se 
partagera  alors  en  deux  parties  U  et  U',  la  première 
relative  à  la  sphère,  la  seconde  à  l'excès  du  sphé- 
roïde sur  la  sphère.  Le  point  attiré  se  trouvant  si- 
tué dans  l'intérieur  de   ce  sphéroïde,  la  fonction 

cède  ;  on  aura  donc  simplement 

J"V        d'Y        d'\  _d'U        d'V        d^V 
da*  "*"  db^  '^  dc^  ~  do"  "^  db^  ^  dc^  • 

^      ,       ^     .  ^.^r    du     du     dU 

Or,  les  trois  quantités  -^,  ^  ,  ■^,  prises  avec  un 

signe  contraire ,  représentent  les  attractions  qu'exerce 
la  sphère  sur  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a , 
b,  c,  et  qui  est  intérieur  à  sa  surface;  on  trouve,  dans 
c0  cas,  par  l'intégration  directe i  n®  19,  livre  I", 

dU ^w^a  du ^'jrçb  dU 4''"C*^  ^ 

—  —^  f         lïh  —  —^^  y         TXT        ""^  ' 


t  • 


^  ~    3    '  db~    Z    ^  de 


TT  désignant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
l'unité,  et  f  la  densité  du  sphéroïde.  En  diflféren- 
ëiftTlt  les  valeurs  précédentes^  on  trouve  que  la  fonction 


•  -    « 
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rfô^  +  rfï^  "*"  "5?  ®**  ®S®'®  à  —  47r/'  ;  on  aura  donc 
d*V        d'Y       d»V  ,  ,  s 

^  +  ïÂ^  +  ^=-4''/-    (») 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  le  sphé^- 
roïde  homogène;  mais  cette  équation  subsisterait  en- 
core pour  les  sphéroïdes  hétérogènes,  composés  de 
couches  très  minces  superposées  les  unes  aux  autres, 
pouryù  qu'on  y  substitue  pour  /  la  valeur  de  la  den- 
sité qui  convient  à  la  portion  du  sphéroïde  où  se 
trouve  le  point  attiré.  En  eflfet ,  on  peut  alors  regar- 
der le  sphéroïde  comme  composé  de  trois  parties,  la 
couche  qui  comprend  le  point  attiré,  et  les  couches 
qui  l'enveloppent  ou  qui  sont  au-dessous  de  lui.  Ces 
deux  dernières  parties  du  sphéroïde  n'influent  pas  sur 
le  second  membre  de  l'équation  (2)  ;  cette  équation 
subsiste  donc,  puisque  la  partie  restante  forme  un  sphé- 
roïde homogène  dont  f  représente  la  densité.  Le  même 
résultat  peut  aisément  s'étendre  à  un  sphéroïde  dans 
lequel  la  densité  varierait  d'une  manière  continue. 
Concluons  doqc  que  les  équations  (i)  et  (2)  ont  lieu 
pour  des  sphéroïdes  de  forme  et  de  densité  quel- 
conques :  la  première ,  toutes  les  fois  que  le  point 
attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du  corps  ;  la 
seconde,  dans  le  cas   contraire. 

4.  On  peut,  par  une  simple  transformation  des  coor- 
données a,  b,  Cy  donner'  à  ces  équations  d'autres  formes 
plus  commodes  dans  diverses  circonstance.  Suppo-^ 
sons,  par  exemple,  que  l'on  désigne  par  r  le  rayon 
mené  de  l'origine  des  coordonnées  au  point  attiré  ^ 
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par  6  Taùgle  que  forme  ce  rayon  avec  l'un  des  axes 
coordonnés,  avec  Taxe  des  x  par  exemple,  et  par 
(»  l'angle  que  forme  la  projecti(»i  de  r  sur  le  plan 
desj*,  z  avec  Taxe  des  7*;  on  aura 

assrco&d,    £=rsia6cosa)>   c s=x r sin ô sin û^.   (5) 

Nommons  r',  9',  û)',  ce  que  deviennent  r,  9 ,  û)  ,  par 
i*apport  à  l'élément  dm  j  on  aura  de  même 

a:=E=r' ces 9',  j=^r^  siii 9^  cos »',  1  :=» /  sin ô'  êitt V; 

de  là  on  tire 

f=s  v/r* —  T^rr^ .  [cos9 cos9'+  sin9  sin9' cos(a)— (J»')] + r  *. 

On  peut  d'ailleurs  considérer  dm  comme  un  petit 
parallélépipède  rectangulaire ,  dont  les  trois  dimen- 
siçns  sont  d[K,  rd^',  r  sin  ^'da>',  et  dont  la  densité  est  /; 
Texpression  de  Y  deviendra  donc  ainsi 


JJJ  V/r*-^2rr.[cos9cosfl'+sinesin8'cos(«— «')3  +  r" 

rintégrale  relative  à  r'  devant  être  prise  depuis  /^rro 
jusqu'à  la  valeur  de  /  à  la  surface  du  sphéroïde;  l'in- 
tégrale relative  à  9,  depuis  9  =3co  jusqu'à  9:i='7f,  et  l'in- 
tégrale relative  à  o),  depuis  û>=:o  jusqu'à  û>=;=2'^;  en 
représentant  toujours  par  ^  la  demi-circonférence 
dont  le  rayon  est  l'unité. 

Si  Ton  désigne  par  A,  B,C  les  trois  composantes  de 
Taction  du  sphéroïde  sur  le  point  attiré  x  la  première 
dirigée  suivant  le  rayon  rj  l'autre,  suivant  une  per- 
pendiculaire à  ce  rayon ,  menée  dans  le  plan  de  0  ;  la 


troisième,  suivant  une  perpendicolaire  à  ce  plan  ;  d'à" 
près  ce  que  nous  aypHS  'dit  n^  r,  on  aura      ' 

,  d\.      ^       '    dV       ;«  4V 


dr'  '  rdi  '  r  sin  Id»' 

Ces  diverses  formules  sont  de  la  jplus  grande  utilité 
dans  la  théorie  des  attractions  des  sjphérdides ,  pu 
Ton  Qst  s^os  cesse  obligé  d'^mplèjer  les  poordpnp^es 
polaires  poi^r  rendre  le^  intégrations  pratiqa^^ç. 

Celapqsé,  des  équ^ons  (3)  pp  tjuce 

rT=:V^a*-f  6»  +  C*,    C0S«===-7%:^p==:==      taiiK4|»=r.     (4) 

On  transformera,  au  moyen  de  ces  valeurs,  les  dif- 

ferences  partielles  -^ ,  ^ ,  -j^ ,  en  dinerepces  papr- 

jtî^Ues  relatives  aiu^  variables  r,  ô,  âi,  ^t  pp  les  s^b6- 
ti  tuera  ensuite  dans  l'équation  (|).  J^eurlaçUitev  œt|)ç 
opéraiion^i  phf^rvons  que  si  Ton  regarde  V  çoxï^px» 
fonqtiou  des  varioles  a^k^çp  et  ensuite  comniie  fonc- 
tion des  v^ariables  r>  ô  et  c»^  on  aura 

équ^jtionqui  doit  ^^yenir  identique,  en  y  subsUtn^fif 
pour  dr^  4^^  dœ^  l^surs  valeurs  tirées  deséqua^ons  (4). 
Si,  après  ayoir  opérç  cette  substitution^  on  çoQip4]:!e 
l^s  coeffiçiens  de  d^,  db^dp,  d^ps  les  deux  membr^ 
pn  tro^yfi^/* 

4V__.       f,    dV      mtiB    àV 
-jj— COSH.  ^  — -y  .  ^,    ... 
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«  •  •    i 


JV         .A              dSf  .   cosScosiv     dS        sin«      dW 
3^  =Sin e COS.*. .. -gr  Hr^^r;^ •  -g^  —Tà^i  '.  S7  ' 

dV         .    A    .  dV  ,   cos8sin«     dV   ,    cqs*      cTV" 

-T-=sm6sin^  .  -y — | .  «-j-—^ r-^  .  -i— . 

rfc       y  «Tr  r  -  tf tf    •   r  81ÏI  ô     €!• 

On  dî^érenciera  de  nouveau  ces  expressions  par  les 
mêmes  proçfçdés ,  et  Ton  am'a  âîiisi  les  valeurs  de 

>^/<^',>;^  en  idifférences.  partielles  d    V,  prises 

par  rapport  aux  Variables  r,  6 ,  a  ;  ensuite  en  multi- 
pliant par  r*  l'équation  (i),  on  la  transformera  ai- 
sément dans  la  suivante  : 

d'Y  ;  côs  «   rfV    .       I    •   d'Y  ,        d'.rY  ■.   /«> 

W+Tn-h-di-^^i^»'3:F+'--d;^=''  o«=-W'*,(5, 

selon  que  le  point  attiré  fait  ou  ilon  partie  du  sphé- 
roïde attirant. 

•îi*iéquâtiôn  précédente  résulte  d'ailleurs  directement 
'de  là  drflferentiâtiôn  de  la  valeur  de  V  exprimée  en 
fohbtîbb  des  variables  r,  9 ,  à)}  elle  est  souvent  em- 
ployée dans  la  théorie  des  attractions  des^sphéroïdes. 
5 .  Pour  en  montrer  Fusage  dans  un  cas  très  simple , 
supposons  que  le  corps  attirant  jsoit  une  sphère ,  ou 
plus  généralement  un  sphéroïde  composé  de  couches 
concentriques,  d  une  densité  variable  suivant  une  loi 
qttélcônqUe  du  centre  à  la  surface',  en  sorte  que  la 
densité  /dépende  Uniquement  dé  la  distance  de  Té- 
lémeht  dm  au  centre  de  la  couche.  Plaçons  Forigine 
dés  coordonnées  a  ce  centre,  et  soit  r  sa  distance  au 
point  attiré ,  il  est  clair  que  V  sera  une  fonction  de  r 
indépendante  des  angles  6  et  «;  1  équation  (5)  se 
réduira  donc  à  la  suivante  : 
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Considérons  d'abord  le  c^is  où  le  point  attiré  ne 
fait  pas  partie  du  corps  attirant.  En  multipliant  par 
r  et  en  intégrant  Féquatîon  précédente ,  on  aura 

A  étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  observons  que  — -j-  exprime , 

n**  I ,  l'attraction  de  la  couche  sphérique  sur  le  point 
attiré  parallèlement  au  rayon  r,  c'est-à-dire  l'action 
totale  de  cette  couche.  Si  Von  suppose  le  point  attiré 
extérieur  au  sphéroïde  et  situé  à  une  distance  infinie 
de  son  centre,  l'attraction  de  la  couche  sur  ce  point 
sera  évidemment  la  même  que  si  toute  sa  masse  était 
réunie  à  son  centre;  en  nommant  donc  M  la  masse 
de  la  couche,  on  aura  dans  ce  cas  Â=M ,  d'où  Ton 
conclura  généralement 

_^  jy  _  M 

m 

c'est-à-dire  que  la  couche  sphérique  exerce  sur  les 
points  extérieurs  à  sa  surface  la  même  action  que  si 
toute  la  masse  était  réunie  à  son  centre. 

Si  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  la 
couche,  l'attraction  doit  être  nulle  en  même  temps 
que  r,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  attiré  se  trouve 
au.  centre  même  du  sphéroïde;  on  a  donc  dans  ce 

cas  A=;o,et  l'on  en  conclura  généralement —-r-  =  o^ 
quel  que  soit  p.^  D'où  il  suit  qu'un  sphéroïdie  composé 
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de  couches  sphériques  homogènes  et  concentriques 
n'exerce  aucune  action  sur  les  points  intérieurs  à  sa 
surface. 

Supposons  maintenant  le  point  attiré  compris  dans 
la  masse  ^e  la  sphère  doait  il  subit  Faction;  TéquatiaQ 
(5)  devient  alors 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres,  par  r*,  on  aura 
d'où  Ton. tire,,  èri  intégrant^ 


dr 

B  étant  uue  coosti^nter  arbitrains» 

Pour  la  déterminer^  obaervons  que  &  il  s'agit  de 
connaître  lattraction  d une  couche  sphérique  sur  un 
point  de  sa  masse,  les  intégrales  datrent  ètne  prises 
depuis  la  valeur  de  r  qui  répond  à  la  surface  intérieure 
de  la  couche ,  jusqu'à  sa  valeur  relative  au  point  at- 
tiré. Or,  à  la  première  limite,  l'action  de  la,  couche 
est  nulle;  on  a  donc  généralement  B==:o^  et  par  con- 
séquent 

-^^^içrJfMr.  (6) 

Le  second  membre  de  cette  équation,  les  intégrales 
étant  prises  dans  les  limites  précédentes ,  exprime  la 
masse  de  là  couche  sphérique  qui  agit  sur  le  point 
attiré.  En  désignant  donc  par  M'  la  portion  de  la 
couche  sphérique  comprise  entre  la  surface  intérieure 
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et  la  surface  sphërique  passant  par  le  point  attiré ,  on 
aura 

_    d\^ M' 

dr  '^  r'  ' 

/ 

valeur  qui  s'accorde  avec  celle  qui  se  rapporte  aux 
points  extérieurs,  lorsqu'on  suppose  le  point  attiré 
situé  à  la  surface  de  la  couche. 

Si  le  sphéroïde  était  homogène,  l'équation  (6) 
donnerait,  en  l'intégrant, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Supposons  le  point  attiré  placé  dans  Tintérieur  de 
la  sphère  dont  le  rayon  est  a;  il  faudra^  pour  étendre 
l'intégration  à  toute  la  masse  du  corps  attirant  ^i 
prendre  les  intégrales  précédentes  depuis  r=  o  jus- 
qu'à r=5  «.  Or,  à  cette  dernière  limite,  la  valeur  de 
V  est  égale  à  la  masse  de  la  sphère  divisée  par  la 
distance  du  point  attiré  à  son  centre,  c'est-à-dire  à 

^.a*;  on  aura  par  conséquent  alors 

,  En  déterminant  donc,  au  moyen  de  cette  équa- 
tion ,  la  valeur  de  C ,  on  aura ,  relativement  à  la 
sphère  entière  et  à  un  point  placé  dans  son  intérieurj^ 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  que  nous  avons 
trouvés  par  une  autre  voie,  dans  le  n*  jg  du  livre  !•'. 
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CHAPITRE  IL 


jéttractions  des  sphéroïdes  terminés  par  des  surfaces 

du  second  ordre. 


6.  Les  formules  que  nous  ayons  développées  dans 
le  chapitre  précédent  sont  générales ,  et  s'appliquent  à 
toute  espèce  de  sphéroïdes,  quelles  que  soient  leur  na- 
ture et  leur  figure.  Nous  allons,  dans  celui-ci,  nous 
occuper  en  particulier  de  la  détermination  des  at- 
tractions des  sphéroïdes  terminés  par  des  surfaces 
elliptiques. 

Supposons ,  pour  simplifier ,  que  le  corps  attirant 
koit  homogène ,  et  que  sa  densité  soit  égale  à  l'unité  j 
on  aura  y>  =  i ,  et  les  formules  (A),  n**  i ,  devien- 
dront 


A  =  rrr    (^ — -^  )  »  dxdydz 


=  rrr (^^^ 


.yY^ic-^zyy' 


^•-  j^\^rrr      {b-y),dxdydz i 

.^ rrr .  ip— ^)  •  dxdydz ^ 

~JJJ  [(«-^)^+(^-j^y;+(^-^-w' 

les  intégrales  /  se  rapportant    aux  trois  variables 
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Xy  jf  z,  et  devant  s  étendre  à  la  masse  entière  du 
sphéroïde. 

Mais  l'intégration  des  expressions  précédentes  est 
absolument  impossible  sous  cette  forme;  tout  ce  qu'on 
peut  faire  y  c'est  d'en  éliminer  Tune  des  variables,  et 
de  les  ramener  ainsi  à  des  intégrales  doubles.  En  effet, 
si  l'on  intègre  la  première  par  rapport  à  x,  qu'on 
désigne  par  ±  or,  la  double  valeur  de  x,  tirée  de  l'é- 
quation de  la  surface  qui  termine  le  sphéroïde,  et 
que,  pour  abréger,  on  fasse 


ç  =\/{a  +  x,y  +  {b—jry  ^  (^c^  zy  , 

on  aura 


A ^ffdjdz.Q. -'-;).  (b) 


En  intégrant  la  seconde  des  formules  (a)  par  rap- 
port à  j" ,  et  la  troisième  par  rapport  à  2; ,  on  trou- 
verait, pour  B  et  C,  des  expressions  semblables. 
Mais  on  tenterait  en  vain  de  pousser  plus  loin  les 
Intégrations,  on  serait  arrêté  par  des  obstacles  insur- 
montables ,  même  dans  le  cas  le  plus  simple ,  celui 
d'un  sphéroïde  terminé  par  une  surface  sphérique. 

7.  Pour  éviter  cette  difficulté,  il  faut  transformer  les 
coordonnées  x,  jr,  z  en  d'autres  variables  qui  faci- 
litent l'intégration  des  formules  (a),  ou  permettent 
du  moins.de  la  ramener  à  de  simples  quadratures. 
Ce  qu'on  a  imaginé  de  plus  commode  à  cet  égard  ^ 
c'est  de  tranisporter  au  point  attiré  l'origine  des  coor- 
données ,  et  de  prendre  pour  les  variables  qui  dé- 
terminent la  position  de  dm,  le  rayon  mené  dui 
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poînt  attiré  à  cet  élément ,  l'angle  que  fait  ce 'rayon 
avec  Fun  des  axes  coordonnés ,  et  l'angle  que  forme 
sa  projection  sur  le  plan  peipendiculaire  k  cet  axe 
avec  Tan  des  deux  autres  axes  compris  dans  ce  plan. 
Soit  donc  r  ce  rayon,  â  l'angle  qu'il  forme  avec 
l'axe  des  a:  ^  et  «zs*  l'angle  compris  entre  sa  projec- 
tion sur  le  plan  des^^  z  et  l'axe  des  X9  on  aura 

jc^=/i— rcos  0,  ,7=i —  rsin  G  cos  ^,  z=:c — rsinô sin^ZB*. 


L'élément  dm  peut  être  considéré  comme  un  petit 
parallélépipède  rectangulaire ,  dont  les  trois  dimen- 
sions sont  dry  rd^,  et  rsm^dco;  on  aura  donc 
dm  =  r' sin  9 . ^rJGdW ,  et  les  trois  quantités  A,  B,  C 
deviendront,  par  cette  transformation, 

kzn^ JJfdr .d^.dcà .ÛTL  ô.cosO, 
B  =  y5y^^«^6*^<»  «sin*  0  .cos^ry , 
Cz=: Jjffdr.d^ .da .sin^  0.sîn<ar. 

Lintégration  de  cea  formules  relativement  à  la 
variable  r  s'exécute  sans  peine  ;  mais ,  pour  étendre 
l'intégrale  à  la  masse  entière  du  corps  attirant,  il 
faut  distinguer  deux  cas ,  selon  que  le  point  attiré 
est  situé  dans  l'intérieur  ou  au  dehors  de  ce  corps. 
Dans  le  premier  cas,  la  droite  qui  passe  par  le  point 
attiré  y  et  qui  se  termine  à  la  surface  du  sphéroïde , 
est  divisée  en  deux  parties  par  ce  point  :  en  nom«^ 
mant  donc  r  set  r  ces  parties ,  celles  devront  être 
prises  pour  limites  de  l'ûtéigrale  définie*,  qui  sera 
égale  à  la  ^omme  des  deux  ihlégrales  particulières 
qui  leurcoreespoodent.  On  ^aura  donc  ainsi 
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B  =^(r4./).fi?Ô.Î'ar.sin*Ô.cos^,  i(c) 

On  remplacera  dans  ces  expressions  /•  et  /•'  par  leurs 
valeurs  tirées  de  Féquation  du  sphéroïde ,  et  Ton  in- 
tégrera ensuite  successivement  par  rapport  à  â  et  à  û» 
depuis  0  et  û;  égaux  à  zéro,  jusqu'à  6  et  «zgr  égaux  à 
deux  angles  droits. 

Dans  le  second  cas ,  le  rayon  qui  part  du  point 
attiré  et  qui  traverse  le  sphéroïde  renconti^e  sa  sur- 
face en  deux  points.  Soit  r  ce  rayon  à  son  entrée  dans 
le  sphéroïde,  et  /  ce  même  rayon  lorsqu'il  en  sort, 
l'intégrale  définie  sera  égale  à  la  diflférence  des  deux 
intégrales  particulières  correspondantes  à  ces  limites  ; 
on  aura  par  conséquent  dans  ce  cas 

A  :i=y)r(/ — /^.rfô.^'sr.sinû.coBÛ, 
B=}7'(r'— r).rfô.<*®-.sîn»Ô.cos«r,  J.  (rf) 
C  =j^(r'  —  r).JÔ.^'Z2r.sin*â,sm<Z2r. 

On  substituera  pour  r  et  r'  leurs  valeurs  en  fonction 
de  0  et  o) ,  et  l'on  prtndra  pour  limites  des  intégrales 
relatives  à  ces  angles  leurs  valeurs  correspondantes 
aux  points  où  Ton  a  / — r=:=o,  c'est-à-dire  où  le 
rayon  r  est  tangent  à  la  surface  du  sphéroïde. 

Stipposotis  itoâirrtenatit  que  h ,  h',  W  soient  les  trois 
demi-axes  respectivement  parallèles  aux  axes  des  Xy 
des  jr  et  des  z  de  l'dilipsoïde  dont  nous  considérons 
les  attractions.  L'équation  de  sa  surface ,  rapportée  à 
son  centre ,  sera  ,  ■  -.  ■ 


.  1  »  • 
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et  sa  masse  sera  égale  à  ^  •  hh^h',  en  nommant  t  le 

rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point 
attiré ,  et  introduisons  dans  l'équation  (m)  les  variables 
r,  9,  «zzr;  en  substituant  pour  x^  jr,  z  leurs  valeurs 
données  dans  le  n**  précédent ,  on  aura 

/  cos'g  ,  sîn'^cos'w  ,  sin'^sin'^g-^ 

(acosd  ,  ^sin^cosw  ,  csîpQsin4i»\ a*        fc*        c* 

Si  l'on  résout  cette  équation  par  rapport  à  r,  les  deux 
valeurs  qui  en  résulteront  seront  celles  qu'il  faudra 
substituer  pour  r  et  /  dans  les  formules  (c)  et  {d)  : 
or,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

1^  ^_^  cos'ô        sin^ôcos*'®'    ^^  sin^âsin''» 
p  ^___  a  cosd       ô  sin  ô  cos'O'  ^^  c  sinô  sin*®- 

G=F*+K.(i-g-|;-|l), 

on  trouvera,  pourles  deux  racines  de  l'équation  en  r, 

F— V/^  ,       F-f-l/G 

d'où  l'on  tire  par  conséquent , 
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les  formules  relatives  aux  points  intérieur^  au  hj^é-^ 
roïde  seront  donc  \ 

^=^-yy- — ^ — * 


B 

c 


(U  dm  sin'ô  sinw  F 


rrdBdvsm^êcosmF     f       /  \ 

=="•// 1 ,}•   w 

=  -//  E 

et  l'on  aura ,  relativement  aux  points  extérieurs , 

^~^VJ 1 — ^j 

^="-yy — K — j' ^  f/) 

Les  premières  formules  sont  les  plus  simples,  et 
s'intègrent  sans  peine  par  rapport  à  la  variable  nxr; 
les  secondes ,  au  contraire ,  présentent  de  grandes 
difiicultës  à  cause  du  radical  qu^elles  renferment,  et 
qui  rend ,  sous  cette  forme ,  Tintégration  impossible 
par  toutes  les  méthodes  connues.  Heureusement ,  si 
l'imperfection  de  l'Analyse  n'a  pas  permis  jusqu'ici 
de  vaincre  cette  difBculté,  on  est  parv^nu  à  l'éluder^ 
et  à  faire  dépendre  les  attractions  des  ellipsoïdes  re- 
latives aux  points  extérieurs,  de  celles  qu'ils  exercent 
surJes  points  intérieurs  ou  sur  les  points  de  leur  sur- 
face. Occupon&'nous  donc  exclusivemeat  des  formules 
ToMB  lit  a  a 


/ 
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qui  se  rapportent  au  cas  où  le  point  attiré  est  placé 
dans  l'intérieur  du  sphéroïde  :  nous  supposerons 
ensuite  qu'il  est  situé  en  dehors  de  sa  surface  ^  et  nous 
verrons  qu'il  est  toujours  possible  de  ramener  ce  se- 
cond cas  au  premier. 

8.  Si ,  dans  la  première  des  formules  [e)  y  on  subs-> 
titue  pour  F  sa  valeur,  on  aura 

^=h''JJ- — r — +F\/i s 

,     2c     P/*déd0ssin*écosB8\nm 
"*"  P"*  JJ  K  • 

Cette  expression  se  simplifie  en  observant  que 
l'intégrale  relative  à  8  devant  être  prise  depuis  6  =  0 
jusqu'à  G  =  x8o® ,  si  l'on. représente  par  P  une  fonc- 
tion rationnelle  quelconque  de  sîn  ô  et  cos*  â ,  on 
aura  généralement  entre  ces  limitesyFcos0^d=o^ 
parce  que  les  valeurs  de  9  devant  être  prises  à  égale 
distance  au-dessus  et  au-dessous  de  l'angle  droit,  la 
valeur  de  cette  intégrale  sera  composée  d'une  suite 
d'élémens  égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 
Les  deux  derniers  termes  de  l'équation  précédente 
se  réduisent  donc  à  zéro  en  vertu  de  cette  remarque, 
et  l'expression  de  Â ,  en  substituant  pour  K  sa  valeur, 
peut  prendre  cette  forme , 


Acs2a 


f^i^ déd»s\nBcos''6 

f    f   cos*94-  -TTi .  sîn*9  cQs*m  +  j^  .sîn'é  sîn**» 


On  trouverait  de  même 
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B=26.     I     I  jjj; T-JFÏ > 

I    f  sin*fl8În'«+-Tr.coj6*-J-,-5^.ïin*9c6s'*. 

On  peut ,  avant  naéipe  d'intçgper  ces  fiB^pV*eâsîons ,  en 
déduire  plusieurs  propriétés  importantes  relativement 
aux  attractions  des  ellipsoïdes^  .    •'-'  ■ 

Les  intégrations    indiquées  /  étant  indépendantes 
des  coordonnées  a,  B,  c  du  ^int  attiré^  oo  voit  que 


dans  un  même  plan  perpeiidiçulaire  à  cet  spcc;.  Il  en 
est  de  même  relativement  aux  i  axes,  des  r  et  des  zi 
d'où  l'on  peut  conclure  généralement  que  les  attrac- 
tions de  l^ellipsoïde  sur  lès  points  placés  sur  une  même 
ligne  droite,  passant  paf  Foriginé  des  coordonnées, 
sont  proportionnelles  à'  leur  élbignement  de  àon 
centre. 

Si  Ton  divise  respectivement  par  éi/  by  des  trois 
quantités  A;  B,  C,  et  qu'ensuite  on  les  ajoute,  on 

trouve 

A  .  B  •   C 


_- j-    .j — z=z  2  .fdfydoû sîn  Ô, 


%       • 


C  V  I  <  '  '       ) 


les  intégrales  devant  être  prises  4^'puîs  fr=  o  jusqu'à 
ô==:7r,  et  depuis.a)  =  o  jusqu'à  i»  ==  tt.  On  trouire 
entfe  ces  limités j(i(ôiiû)sïn 9 ssii'Tf  ;  on  aura  donc'   ' 

22.. 


f. 
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On  a  d'ailleursy-iH*.  t ,,.. 

•     ■  •>    -.    a    >.  «i 

et  daprcs.ia  forme  des  valeurs  deA,  B^C^ilest 
évident  qu'on»  a'tïrà        \  ^ 

..      .        d'y      A  rf'V        B  ^*v       ^ 


I  '  ■  •  •  -  •  >  .  .•  f   »    ' 


•  •  •    » 

J  •  t  - .  • 


t .    .  J. 


l'éqaatioa  (^)' devient  doâC  aiçkâi;  ... 

'é4tt^tîbÙ  '^  'Iréî'iâë  i  l^r  4eà  > 'oHipioïdes:  :  Véqba^ 
WàC^y-ân  it>  W}'  i(iiP  s'Sp^tfat  è^éraJetoent  à 

OÎiliëuïomi>VèV'eôedré'*fttë'4«8'tbfeure.de'A:;'fi,  C 
nç- cQntepapt  guei-Ies  quannt^  F*  Sâ^  *  ces yàleùft  ne 

.Vdi^iefobt<pHs^qiiel8rqûe^(>i^l>t  }^:trois  axes.du.s|)LbD^« 
■ï^ifidOy  pinBfrTUfqû'Ui  ajant  entreJjsu^î^.Jles  «içji^ies  jrfjip- 
ports.  Or,  les  rapports  des  troîs  axes  déterminent sîxu- 
>^lefaituit  lesvexcenbricUés'dQ  ]j«lji^oïd^  ;  pn  pejii  donc 
*ëh  ctAicl bre' que  tous- le8^1Jps^ïde;5)  dc^rît»  des  ;Ep^f^es 
foyers  exercent  sur  les  points  intérieurs  des  attractions 
égales.  Il  suit /de;  là  ^^e  si  Tom  supposa  le  sphéroïde 
composé  d'une  suîtè"  dé  co^iehès  icbijLcentriques  et 
semblables  ,4'?ctjop  des.  couches  supérieures  «iu  point 
attiré  sera  nulle;  dVù  raidie  ré'fîiébrèrtiestiîVatit, 
qui  n^est  qu une  extëhâiori  .de 'celui  'ijue^iiotis  avions 
trouvé  n^  19,  Hvré  f%  relatïVë'Mèttt'aia  sphfet^e  : 
Un  point  placé  au  dedaiis  dttine  èoucke  elliptique, 
dont  la  sur/ace  intérieure  et  la  surface  extérieure 
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smp.  semhlahk$[  et.  ^embhl>kntmt  pfflcées  ^  e^t  ^ga-,. 

lemmt  aitiré dè^ toMte^  p^ki^^    ;.??:   *   >  il  ,    .  :  1 

9  jOccupoàsrHOus  i»AÎji.t€naBt  de  Tîiifégra^ioîi  dç,  1^ , 
valeur  de  A.  Si  Toii  iptçgre  d'aboi;dî,p^^  ^apport  à.^ 

depuis. o^z^Q  jws(qu5à[«)5??7r,  ^1  q»  W^Éjuppose 

».       ■  •• 

•■■•  la'       •'•■         •'■  *•  .#.>»l>c   *^^<  »    •     •  ■  .  » 

on  aura'       „,  -j      ■•      ■     ■ 

En  remettant  donc  pour  me\n  IfeWS  yàlètfrfe,  oh  au«/ 


C^W  dçrnîérp  jpiëgpgilQ  doit_jîëitçi}dre  depuis  6=0 
jusqu  à^O=i';r,  ce  qui  devient  à  la  prendre  depuis  6=0 
jiifiqu'à.6»prè/7f^  ekàit^QuWer-te.r^'toljftt^rSi  l'o»  sup-> 
pose  donc  cos9==^f=ct.qilij:p.JPiooiBai5;M*J^ 

,     *    ,  4t. A' A"       3iVI 
sequent  -—^ —  ^^  là"  >  ^^  ^^^^ 


_3t7M     ^  '^  ^ 


h^ 


t 


l'intégrale  relative,  à  ^  deyaot  être   prise  depuis 
xz=zo  jusqu'à  x=:  iX  -  ^  »  ^  ^ 

On  pourrait,  en  intégrant  l^s.iY^^rH,  c|<!  B  Pl^.C, 
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ri*  8;  'les-  t^ëtfmfie^âë^'i«réimV*'>de  >s^^^ 
tures.  mais  il  est  plus  simble  de  >âéduire  immédiate- 
ment  lenrs  yaléûi^s  de  Vexprêssiôâ  précédente  de  A. 
Pourcelay  îlsùflRt  de  rfertiarqûer  <jue  l-On-petit  regar- 
der A  comme  nné  forictie^lle-â  et^i^d-trois  demi-iaxcÉt 
hf  k'f  W  de  l'elUpsoïde;  B  sera  par  conséquent  une 
fonction  sèmHabkï  de  ^*è*  des  f  ftfe  déitiî-axes  h'if^ih'-y 
et  il  en  sera  de  même  de  C,  qui  sera  une  pareille 
fonction  de  c  et  des  trois  demi-axes  h!\  h',  lu  On 
aura  .donc  les'expressipas.'4^jB''ët''^l>^r\uQ'!B''Siiq{>ie 
permutation  des  lettres  «j'^Aj^'j"^" dans  l'expression 

de.  A.  -On^rOI^^  îl^IBS^:  „  :,,  ,^,  -ij-e,,  ;,,,;;•:  .:r;.i-.'  •■•, 

•  t 


3cM 


ces    expressirâS'  devaiit'  '>i4be  ppisès  ^  comme  ù^lcj 
de  A,  depuii'âctiiia  jusqu^à 'artt=çi^::=:  9  "^  '  î!^-       'T 

particulière  qu'il  est  bon  de  conaaltrè*  Faisons  ^  pour 
abréger,  -  v     ^'^  ''' 


A'* --A*      _      r'--A« 


J;  ■.  f 


.    .      .  -A*   .  :r-—  ^   >■  -  hy  ^     -^     i 

et  supposons  ensuite  dans  la  yalêûy  dé  B/.^  \,^ 

'  ■  I  :  ;  •        '  '  •  ;  /  J  •        ■•  f  •  «  ■  '7  H' Y       ,  ■  /  I  ".     <     ■  ■       <  i  *       .    )      *      I    . 


et  dûnslâVafetiff  fléii  '"^'''cr'    •    •.-  ' 


• .  ■  •  • 
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les  expressions  trouvées  pour  Â^  B^  C^  deviendront 


W  '  I  — ^ — ï    — — 

/ ^ r- 


3cM 

A3 


Les  intégrales  relatives  à/  çtkz  doivent  être  prises 
dans  les  mêmes  limites  que  les  intégrales  relatives 
à  jCy  puisqa^en  effet  la  supposition  de  â?=o  donne  à 
la  fois^=o  et  z=o,  et  que  la  supposition  de  a:  =  i 
donne  /=  i  et  z=  i  ^  on  peut  donc  dans  B  et  C 
changer,  si  Ton  veut,  /et  z  en  or,  d'où  il  suit  que , 
si  l'on  fait 

T  _  /*  x*dx 

J  \/ 1  4-  Vx*  v/i+Pi'v' 

on  aura,  pour  déterminer  A,  B,  C,  ces  formules 
très  simples  : 

. 3aM   J       -n ibM     rf.^L      p 3cM     d,x'L 

Ces  formules  s'étendent  aux  points  situés  sur  la  sur- 
face du  sphéroïde  ;  car  il  suffit ,  pour  y  avoir  égard , 
de  supposer  r=:r^  dans  les  expressions  de  A,  B,  C, 
ce  qui  ne  change  rien  h  leur  forme. 

10.  La  détermination  des  attractions  qu^exerce  un 
ellipsoïde  homogène  sur  les  points  intérieurs,  et  sur  les 
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points  de  sa  surface,  né  dépend  donc  plus  que  de  la 
valeur  de  la  fonction  L;  mais  l'intégration  qu'eUe 
exige  ne  peut  être  obtenue  sous  forme  finie  par  les 
méthodes  connues,  que  dans  deux  cas  particuliers, 
celui  où  les  quantités  A  et  A'  sont  égales  entre  elles, 
et  celui  où  l'une  de  ces  quantités  est  nulle  :  dans  l'un 
et  l'autre  cas ,  deux  des  trois  demi-axes  A,  //,  }jl\  sont 
égaux  entre  eux,  et  l'ellipsoïde  est  de  révolution  au- 
tour du  troisième. 

Supposons  que  h  soit  le  plus  petit  des  trois  demi- 
axes  du  sphéroïde ,  et  faisons  d'abord  A=A',  ce  qui 
donne  Tilzzzlf.  Le  corps  attirant  est  alors  un  ellip- 
soïde aplati  vers  les  .pôles,  dont  h  est  le  dfemi-axe  de 
révolution  \  on  aura  dans  ce  cas 

rij:i.p=3;i'CA-arc.tangX). 

Si  l'on  diflférencie  par  rapport  à  A  la  valeur  de  L, 
n*  9,  et  qu'on  fasse  A=A'  après  la  différenciation, 
on  trouve 

1Â-=y  (7+1?^  =  .13- .  (arc .  tangX-.^. 

Les  attractions  de  l'ellipsoïde  de  révolution  aplati 
vers  les  pôles  seront  donc  déterminées  par  les  for-* 
mules  suivantes  : 
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Supposons  maintenant  A'=o^  ce  qui  donne  A''=sA. 
Dans  ce  cas ,  //  est  le  demi*axe  de  révolution  du  sphë-« 
roïde,  et  Ton  a 

/*      x*clx  1  

On  aura  donc  pour  les  attractions  de  l'ellipsoïde  de 
révolution  allongé  vers  les  pôles 

A=^^.[»./r+r.-ioe.(A+  v/7+7-)]. 

«  I 

Si  les  conditions  précédentes  ne  sont  pias  remplies  ^ 
il  est  impossible  d'obtenir  d'une  manière  rigoureuse 
les  valeurs  de  A,  B,  C;  mais  lorsque  l'ellipsoïde  s'é-» 
loigne  peu  de  la  figure  de  la  sphère^  A  et  A'  devien- 
nent de  très  petites  quantités;  on  pourra  réduire  alors 
la  fonction  L  en  série  eonvergente ,  dont  chaque  terme 
soit  intégrable ,  et  l'on  déterminera  de  celte  manière 
les  attractions  du  sphéroïde,  avec  le  degré  de  pré- 
cision qu'on  jugera  convenable. 

1 1 .  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  attiré 
est  extérieur  au  sphéroïde.  Nous  avons  vu  que  le  ra-» 
dical  qui  entre  dans  les  expressions  différentielles  (J^) 
de  ses  attractions,  d^ipoâait  alors  un  obstacle  iovin-* 
cible  à  leur  intégnatioA.  Plusieurs  grands  géomètres 
avaient  en  vain  épuisé  toutes  les  ressources  de  l'Ana^ 
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lyse  pour  surmonter  cette  difficulté ,  lorsque  la  dé- 
couverte, due  à  M.  Ivory,  d'une  propriété  remar- 
quable des  ellipsoïdes  décrits  des  mêmes  foyers ,  l'a 
fait  enfin  entièrement  disparaître. 

Voici  l'énoncé  de  cette  propriété ,  qu'on  peut  re- 
garder comme  un  beau  théorème  de  Mécanique  :  Si 
ton  nomme  points  correspondans ,  les  points  pris  sur 
la  surface  de  deux  ellipsoïdes  décrits  des  mêmes 
foyers^  de  manière  que  leurs  coordonnées ,  respecti- 
i^ement  parallèles  aux  trois  axes  principaux  de  ces 
corps ^  soient  entre  elles  comme  ces  axes  y  les  attrac- 
tions qu'exerceront  y  parallèlement  à  chaque  axe  y  ces 
ellipsoïdes  sur  les  points  correspondans  de  leurs  sur- 
faces ^  seront  entre  elles  comme  les  produits  des  deux 
autres  axes. 

En  effet ,  soit  M  le  premier  ellipsoïde ,  et  A  l'at- 
traction qu'il  exerce  parallèlement  à  l'axe  des  x  sur 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  b,  c;  dési- 
gnons par  M'  le  second  sphéroïde ,  et  par  A'  l'at-^ 
traction  qu'il  exerce  dans  la  même  direction  sur  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  a',  b%  d  ;  on  aura^ 
n«»6, 

>"' = fpy'^' 0;  -  7)' 

en  supposant  pour  abréger, 

fF=  v/(«+*;•+(M•+('^*^  /"/'= /(«'+*/)*+(*V)"+(<='-' 

-f^.r^  et. —  x^,  désignant  les  valeurs  de  la  variable  x. 
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qui  se  rapportent  à  la  surface  de  M  ^  et  +  x\  et  —  or*^ 
les  valeurs  de  la  variable  x'  relatives  à  la  surface 
de  M'. 

Soit  y  comme  précédemment , 


**  I    y^  ,    2i* 


^.  +  77î  4-^=1,    (A) 

l'équation  de  la  première  de  ces  surfaces  ;  il  faudrait , 
pour  achever  l'intégration  de  l'expression  de  A,  subs- 
tituer dans  f^  et  /  lés  Valeurs  de  ;r  qui  réstritent  de 
cette  équation;  mais  cette  opération  ne  nous  con- 
duirait à.rien  ;  on  peut  au  contraire,  par  une  trans- 
fbrmatidn  ingénieuse  des  coordonnées ,  arriver  très 
simplement  'au  théorème  que  nous  nous  proposons 
de  démbntrer.  Pour  cela ,  aux  trois  variables  a: ,  /•,  z , 
qui  sont  liées  entre  elles  par  l'équation  (A) ,  on  en 
substituera  deux  autres  indépendantes  entre  elles  ;  on 
fera  '^  par  exemple , 

a:^===  h  sinp ,    j^  =?=  À'  cosp  s^n  y ,     z=h^  cosp  cos^  j 

et  l'on  YQit  eii  çffet,  en  mettant  ces  valeurs  à  la  place 
âè  ^i^^i  z  dans  l'équation  (A),  qu'il  n^en  résulte 
auCudé^  é({uation  de  condition  entre  les  nouvelles 
variàbifés7>  et  <7: 

D'après  les  formules  connues  ppur  la  tranformà- 
tion  des  variables  dans  l^s  intégrales  doubles ,  on  a 
généralement , 

j    j  fdy     dz         dy     dz\     .     » 

Les  valeurs  précédentes  de  j^  et  a;  donnent 
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dy      dz         dy     dz        if.-,,,     . 

5^  •  -T -/-  •  T-  =^AÂ  .SlODCOSp. 

dp      dq         dq     dp  , 

On  aura  donc  ^  en  vertu  de  la  formule  générale , 

djr  dz:=z  liW .  sinp  cwp  dpdq , 
et  par  conséquent 


h::^h'h^'  .jfdpdqsiç{pcQsp  Jl-^^^-X 

On  étendra  les  intégrales  a  la  masse  entière  4^^ 
sphéroïde  M,  en  prenant  celle  qui  se  r^ppQfte  à  ^ 
depuis  pz=:o  jusqu'à  ;?  =  7T,.et  celfe  qijii  ffÇiJ^^f^pQftj^. 
à^  depuis  9=ojusqu  a  5f=7riC^r.il  est  evi^nftqu'ep, 
donnant  aux  apgles  p  Qtq  toutes  les  valeurs  çQipprises 
eutreo  et  i8o°,  les  variables  j"  et  z  prçn4r9ûJt  îtçuîes 
les  valeurs  comprises  entre  +  h'  et  —  h'  fi]\if^.  p^çt, 
et  entre  +  A'^et  — /^"  de  l'autre,  c'est-à-dire  tous  les 
ê6uples  de  valeui's  qui  correspondent  aux'différëns 
points  de  FelUpsoïde.  ,.  :., . 

Soient  maintenant  /{;,  k%  /ç[[  les  trois  demi-axeç  du 
second  ellipsoïde .  M',  qui  se  rapportent  respective- 
ment aux  axes  des  a*',  des  j*'  et  des  z[,  réqua^t^pi:)  de 
sa  surface  sera 

^"    1    y-     I  ;  ^' 
'  ^ -T"  jj;;  "T^- gRl  5=î'i  f 

etsil'on  fait  * 

«  '  «  .        • 

affZ=zk  sinp  ,Vy'  ==  A:'  çosp  siq  7  ^    ^'  s^Af'^s/?  cos ç , 
on  aura ,  par  l'analysé  précédente ,         ^    .  :  J 


/a 
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A'=  W  .Jfdp  dq  ûnp  cos/7.  \^  — .  i\ 

\ 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  )t?  =  o  jusqu'à 
pzzzTTy  et  depuis  ç  z=zo  jusqu'à  y  =  -tt  ,  c'est-à-dire 
dans  les  niémefs  limites  que  celles'  qui  se  rapportent  a 
la  valeur  de  A. 

Comparons  maintenant  les  attractions  exercées  par 
les  deux  sphéroïdes  M  et  M',  ce  qui  se  borne  à  com- 
parer entre  elles  les  valeurs  de  f  et  de  /'  et  celles  de 
fj  et  f'^.  Si  Ton  développa  les  deux  premières  quantités, 
et  qu'on  substitue  pour  x^^jr^  z,  et  pour  x'^ ,  y,  ^, 
leurs  valeuts,  Oh  aura 

ç*  =  a*  -|-  ^*+c*  —  2  •  {ah  sinp + bh!  cosp  sîn^  +cA^co8p  cos(/) 

+  A'sin*/r+' A'*  cos^'pisin*!/  4-^*"cos*pcos*5r, 
ç'*=  fl'*  +&'*  +ç'* — 2 .  (a'ft  sinp  +  ^'/r'  cos/J  sin^ + c'A^'cosp  cosq) 

+  ft*  siri'p  4-  /t'^cos'p  sin*^ +&""  cosp*  cos*^. 

Si  l'on  retranche  ces  deux  expressions  Tune  de 
l'autre,  en  observant  que  les  points  déterminés  par 
les  coordonnées  a,  i,  cet  a',  i',  c'  sont  des  points 
correspondans ,  et  que ,  d'après  la  définition  que  nous 
avons  donnée,  oh  a 

a_ft  A  —  1'  f.  —  *! 

?~Â'  h'~V'  c'~ft"' 

que  l'on  remarque  en  outre  que  les  deux  ellipsoïdes 
M  et  M'  ayant  mêmes  foyers,  si  l'on  nomme  e  et  ^ 
leurs  excentricités  communes,  on  a 

A'»  =/?•  +  e%        >'•  =  A:* +6% 


I 
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équation  qui  donnera  l'attraction  de  la  sphère  sur 
un  point  extérieur  lorsque  l'attraction  sur  un  point 
intérieur  sera  connue,  et  réciproquement ,  quelle  que 
soit  la  loi  d'attraction. 

Dans  le  cas  de  l'attraction  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances,  A'  exprimant  Faction  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  /,  sur  un  point  extérieur, 
on  a,  u°  5, 

on  aura  donc  A  =  ^  •  tt/  pour  Taction  de  la  grande 
sphère  sur  les  points  intérieurs.  Cette  expression 
étant  indépendante  du  rayon  r  de  cette  sphère,  on 
en  peut  conclure  que  les  points  placés  dans  l'inté- 
rieur d'une  couche  sphérique  sont  également  attirés 
de  toutes  parts.  Réciproquement,  pour  que  cette 
propriété  subsiste,  il  faut  que  A  soit  une  fonction 
indépendante  de  r  ;  on  a  alors 

A'-5 

H  étant  une  constante  par  rapport  à  r,  c'est-à-dire 
que ,  dans  ce  cas ,  l'attraction  de  la  sphère  sur  les 
points  extérieurs  est  réciproque  au  carré  de  leurs 
distances  à  son  centre,  ce  qui  exige  nécessairement 
que  la  même  loi  s'obsei^e  par  rapport  à  chacun  de 
ses  élémens.  La  loi  de  la  nature  est  donc  la  seide 
dans  laquelle  une  couche  sphérique  naura  euicune 
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énoncé^  et  dont  la  mécanique  céleste  est  redevable  à 
M.  Ivcwy. 

1 2 .  Il  est  important  d'observer  que  les  équations  (k) 
subsistent  quelle  que  soit  la  fonction  des  distances 
qui  exprime  la  loi  d'attraction.  En  eflFet,  la  valeur  de 
A,  après  l'intégration  relative  à  x,  prendra  toujours 
cette  forme, 

R  étant  une  fonction  donnée  de  la  quantité  f^  et  R'une 
fonction  semblable  de  /'.  Or,  l'analyse  du  numéro 
précédent  ne  s'appuie  que  sur  la  forme  des  quantités  f 
et  /' ,  et  elle  est  indépendante  de  celle  des  fonctions 
R  et  R'.  Il  en  serait  de  même  des  quantités  B  et  C. 

Le  beau  théorème  énoncé  n^  1 1 ,  et  qui  établit  les 
relations  qui  existent  entre  les  attractions  qu'exercent 
les  ellipsoïdes  homogènes  sur  les  points  situés  à  l'in- 
térieur ou  à  l'extérieur  de  leurs  surfaces ,  a  donc 
lieu  pour  toutes  les  lois  d'attraction  possibles.  Si 
l'on  suppose  que  les  deux  ellipsoïdes  se  réduisent  à 
des  sphères  concentriques ,  il  en  résulte  que  Vattrac^ 
tion  de  la  grande  sphère  sur  un  point  placé  à  la 
surface  de  la  petite  ^  est  à  V attraction  de  la  petite 
sphère,  sur  un  point  placé  à  la  surface  de  la  grande, 
comme  les  carrés  des  rayons  de  ces  deux  sphères, 
ou  comme  la  surface  de  la  sphère  extérieure  est  à  la 
surface  de  la  sphère  intérieure.  Soient  donc  r  et  / 
les  rayons  de  ces  deux  sphères ,  A  et  A'  les  attrac- 
tions qu'elles  exercent  respectivement  sur  les  points 
de  leurs  surfaces ,  on  aura 
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mais  elle  s'abaisse  au  troisième  en  faisant  A:*  =  u 
Elle  a  évidemment  une  racine  réelle  comprise  entre 
zéro  et  l'infini}  car,  en  supposant ^ ^ s=  o  et  k:=  i, 
on  trouvé  deux  réaultat^xio: signes  contraires;  elle 
donneradonc  toujo«trs  une  valeurréelle  pour  A:,  et  Fon 
en  con^clùi^a,  au  moyen  des  équations  •(  Z  ) ,  des  va- 
leurs semblables  pour  k!  et  k".  On  voit  d'ailleurs  que 
le  premier  membrC;  de  réquation.(ra)  décroît  conti- 
nuellement à.  tnesui»  que  k  augmente  depuis  A:=âo 
jusqu'à  kz=z^  :  d'où  il. suit  que  cette  équation  n'a  qu'une 
seule-.racîne réelle.  !î.î  ' 

.  Ob  posé^  considérons^  âurrrelltpsoïde  M  le  point 
dont  les  coordonnées  a'^  ^%  <?-  sont: déterminées-  par 
les  équations     ;      .  p.     v': 

ah  i,       bV  '  /'■,    tV         - 


/ an         .      f  / un 


~  k'    ..    "'-  k'.»  ■    >  -  -rW\ 


ce  point  elànt  sittié  dans 'nnténènr  ^cle  *l'e)H{^ôïctè 
RT,  si  l'on  suppose  '"  •    ''■.>''• 


k  •  ■ 


.1  -, 


on  aura,  pour  déterminer  les  attractions  qu'exerce 
sur  lui.pe  sphçrojide>!. 


•■N        r     •  .  *  .   *■       ■   ,  , 


Si  l'on  substitue  pour  «V  Aï»,  c' leurs  valeurs ,  et  qu'on 
observe  que  M  et  M'  étant  les  masses  des  deux  ellip- 

8OiideS»j,0ït,.êL    ;:■■<■•      .;     .       ■'■■■■'         :>'■■..      .::in>y.:-: 
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ces  fonnules  donneront ,  en  vertu  des  équations  {k), 
n°  II , 

A  3aM    j        „        3iM    dxL    p 3cM    rf.VL    .    . 

Ce  sont  les  expressions  des  attractions  qu'exerce 
l'ellipsoïde  M  sur  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  a^h^  c  y  la  quantité  A:  qu'elles  renferment  étant 
donnée  par  l'équation  (/i)  qu'on  peut  mettre  sous 
cette  forme , 

Les  formules  précédentes  serviront  à  déterminer 
les  attractions  de  l'ellipsoïde  sur  les  points  extérieurs  : 
on  voit  qu'il  suffit  d'y  changer  k  en  h  pour  les  étendre 
aux  points  de  la  surface,  et  même  aux  points  inté- 
rieurs. 

Si  Tellipsoïde  était  de  révolution  autour  de  Taxc^ 
oh  y  on  aurait  e  =  a'  ;  l'équation  qui  détermine  k 
deviendrait^  en  la  divisant  par  le  facteur  A:-f-e, 


et  les  formules  (A)  du  n^  i  o  donneraient 
A  =i=  -^   .  (X  — arc-  tang  A), 


I  < 


f.  r, 


1/' 


^  =  1^»  '{^'  «^'"g  ^ —  ■ ÎIp)' 
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mais  elle  s'abaisse  aa  troisi^        -'^^  révolution  al- 
Elle  a  éyidemment  une  r         '  5;^ .  par  conséquent 
zéro  et  l'infini;  car.  ' 

on  trouve  deiut  ré  .  '^  -  («^+  <^)  •  «'=0  î 

donnera  donc  ton'  ^  :j.^^  ^^^^^^  donneront 

en  coQ,cltifti,  a'         y  ^'^ 

leurs  semblab  ,^  V^      1    "r-.  ,  ./ — rrrH 

le  premier  r      .',;,,'  s  v  -rv    -r    jj, 

nuellemeif         .-/i^'  />  j-vAjir»'»  —  — - — "1 

ju8q«'ài^     ,  ^^¥'^^+^'+'^ '' ~Vï+^J' 

seiJe:r     ^^yV^ .  ^^X:  _  log..  (x+  vA+Âï)! 

^        ^  ^««^*^  ^^^  formules  (p) ,  que  si  l'on  nomme 

// jLs^  ^'^^  nouvel  ellipsoïde  ayant  les  mêmes 

/^^tés  et  la  même  position  des  axes  que  Fellip- 

^jont  la  masse  est  M ,  il  suffira ,  pour  déterminer 

i^fffâctiohs  A',  B',  C  qu'exerce  ce  corps  sur  le 

^pidont  les  coordonnées  sont  a,  S,  c^dè  changer 

j^gn  M'  dans  les  équations   (p)  ;    d'où   Ton  peut 

^flclure  qu'on  aura 


A  '     M 

B        M 

e       M 

A'  — M" 

B'~~M" 

G'  ^  K'  ' 

c'est-à-dire  qu'ien  général  \e&  ^tractions  de  deux 
ellipsoïdes  semblables  sur  un  même  point  extérieur 
sont  entre  elles  comme  leurs  masses. 
Les  trois  équations  (A:) ,  n*  1 1  ,  donnent 

Si  dans  les  seconde  membres  de  ces  équations  on 
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[itue  pour  a,  è,  c  leurs  valeurs  n®  1 1,  et  qu'on  ob- 
[ue  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a'^  b',  c' 
itérîeur  au  sphéroïde  M',  oh  a 


on  trouvera 


"?+P^7=^^' 


A    ,    B    ,   C        ,     hh'h" 


relation  analogue  à  la  précédente  et  qui  doit  exister 
entre  les  attractions  qu'exerce  un  ellipsoïde  homo-^ 
gène  sur  les  points  extérieurs  à  sa  surface. 

Si  le  corps  attirant  n'était  pas  homogène  ,  mais 
seulement  composé  de  couches  elliptiques  de  posi- 
tion^ d'ellipticité  et  de  densités  variables,  suivant  une 
loi  quelconque  du  centre  à  là  surface ,  on  détermine- 
rait^ par  les  formules  précédentes^  les  attractions 
qu'exercent  sur  un  point  donné  lés  deux  ellipsoïdes 
terminés  par  les  surfaces  intérieures  et  extérieures 
de  chacune  de  ces  couches  ;  la  différence  de  ces  deux 
attractions  sera  égale  à  l'attraction  de  la  couche  sur 
le  même  points  et  Ton  aura  celle  qu'exerce  le  corps 
entier  en  prenant  la  somme  de  ces  attractions  par- 
tielles. 

i5.  On  peut  donc  regarder^  comme  complète ^  la 
théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  elliptiques.  La 
seulechose  qu'elle  laisse  encore  à  désirer,  c'est  la  valeur 
finie  de  la  fonction  que  nous  avons  désignée  par  L  ; 
mais  l'intégration  dont  cette  valeur  dépend  est  non- 
seulement  impossible^  comme  nous  l'avons  dit,  dans 
le  cas  général,  par  toutes  les  méthodes  connues; 
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elle  l'est  encore  en  elle-même^  c'esi*à-KUre  que  la 
valeur  de  L  ne  saurait  être  exprimée  en  termes  finis 
par  aucune  fonction  composée  de  quantités  algé- 
briques,  logarithmiques ,  ou  circulaires. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  nous  occuperons 
de  la  théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  peu  dif- 
férons de  la  sphère.  Ce  problème  a  d'abord  été  traité 
par  d'Âlembert,  et,  après  lui,  par  plusieurs  illustres 
géomètres;  mais  c'est  à  Laplace  qu'on  en  doit  la 
solution  complète  ;  et  les  résultats  auxquels  il  est  par- 
venu^ par  leur  fécondité  et  par  leur  utilité ,  non- 
seulement  dans  la  théorie  du  système  du  monde,  mais 
encore  dans  une  foule  de  questions  physico-mathé- 
matiques, telles  que  la  théorie  des  fluides,  celles  de 
la  chaleur,  de  l'électricité  et  du  magnétisme,  doivent 
faire  regarder  les  travaux  de  ce  grand  homme  sur  ce 
point  important  de  la  mécanique  céleste  comme 
l'une  des  plus  belles  productions  de  son  génie. 
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CHAPITRE  III. 


Attractions  des  sphéroïdes  ifiielconques. 

16.  Nous  consîdérCTons,  dans  ce  chapitre^  les  attrac- 
tions des  sphéroïdes  quelconques ,  et  en  particulier 
celles  des  sphéroïdes  qui  s'écartent  peu  de  la  figure 
de  la  sphère.  Mais ,  au  lieu  de  déterminer  immédiat 
tement  les  attractions  que  ces  corps  exercent  suivant 
une  direction  donnée  ^  nous  commencerons  par  cher- 
cher la  valeur  de  la  fonction  qui  exprime  la  somme 
des  élémens  du  sphéroïde ,  divisés  respectivement  par 
leur  distance  au  point  attiré ,  et  que  nous  ayons  dé- 
signée par  V,  parce  que  cette  fonction  a  la  pro- 
priété de  donner^  par  sa  différentiation  ,  les  attrac- 
tions qu'exerce  le  sphéroïde  parallèlement  à  une  droite 
donnée,  et  que  d'ailleurs  c'est  sous  cette  forme  que 
se  présentent,  dans  les  équations  de  son  équilibre, 
les  attractions  mutuelles  d^s  molécules  d'une  niasse 
fluide  homogène  douée  d'un  mouvement  de  rotation, 
comme  nous  le  verrons  dans  le  chapitre  suivant. 

Reprenons  donc  la  valeur  de  V>  n°  4>  ^^f  P^^^ 
abréger,  faisons  .cosâ  =  /t,  cosô'zs:^',  on  aura 
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r  étant  le  rayon  mené  de  l'origine  au  point  attiré; 
fl  Tangle  compris  entre  ce  rayon  et  Fun  quelconque 
des  axes  coordonnés^  cù  l'angle  que  sa  projection  sur 
le  plan  des  deux  autres  axes  forme  arec  l'une  de  ces 
droites^  et  r'^  6',  co'  désignant  ce  que  deviennent  ces 
trois  variables  relativement  à  J'élément  dm  du  sphé- 
roïde. 

Pour  étendi'e  ji'inti^ratioQ  d^  la  valeui:  de  Y  à  la 
masse  entière  du  corps  attirant^  il  faudra  intégrer  rela- 

^tiv^ment  à  /,  depuis  r'^îca  jusqu'à  r'ssR.»  A.  étant 
i^ae  fonotion  donnée  de  ^  ^t  de  ùi'  qui  exprime  le 
r^yon  vecteiir  d'un  point  quelconque  de  la  surface  du 

.  s]4iéroïde«  Quaj:^t  ^ùx  intégrs^es. relatives  k  oi  et  ju'; 
f^U^ç  4^^0Pt  étr^  prises  ;  d'après  ce  que  noù^  avoos 

.4^t  ^  4^  depuis  p'^szsio  jusqu'à  ^'  égal  à  la  qii^çoafé- 
jTisnce^  et  4epuis  ^'cs=  I  jusqu'à  jx's=:-~i. 

En  substituant  de'  lûême  /l  4  la  place  de  cos^^  dans 
r^uatipn  ($)  même  numéro  y  elle  prend  cett^foorme 
plus  simple  : 

équadon  de  condition  ià  laquelle  devra  toujoiaf^  satis-^ 
^ire  la  valeur  de  V^  lorsque  le  point  attiré  lÊie  |fera 
pas  partie  de  la  masse'  du  sphéroïde. 

Comme  il  est  impossible  dintégrer  l'expression 
dis  V  d'une  mamère  générale ,  on  est  obligé^  pour  y 
parvenir,  de  recîpurîr  aux  méthodes  ordinaires  d^àp- 
proximation.  On  réduit  l'expression  de  V  en  série 
dont  chaque  ternie  çst  iùtégTable  9  et  l'on  obtient  eoH 
«ttîte  sa  if^dleiwr-sfvéc  le  dfegtë  d*ticictitude  quW  juge 
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convenable.  Four  développer  Texpression  de  Y  en 
série  convergente ,  il  faut  distinguer  deux  cas ,  celui 
où  le  point  attire  est  extérieur  au  spibéroïde,  et  celui 
où  il  est  situé  dans  l'intérieur  de  ce  corps.  Dans  le 
premier  cas^  on  a  r>>K^  et  si  l'on  fait 

On  réduira  F  en  série  convergente ,  en  ordonnant 
son  développement  par  rapport  aux  puissances  des- 
cendantes de  r;  on  aura  ainsi 

F=Po.i  +  P..^H.P..$ +p,.-g.  +  etc. 

et  il  est  dair^  d'après  la  valeur  de  jF^  que  Po^  Fi«-  «Pi 
sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  /c  «t  de 

V^i~-)»**  cos(^-^ii>^.  F  satisfisdt,  par  sa  nature^  à 
Téquation 

Si  l'on  remplace  F  par  sa  valeur  en  série ,  et  qu'on 
égale  à  zéro  les  coefEciens  des  mêmes  puissances 
de  r,  on  aura ,  quel  que  soit  i  j 

Si  l'on  substitue  à  la  place  du  radical  que  naas 
avons  représenté  par  F,  sa  valeur  dans  l'expression 
de  V;  elle  prendra  cette  forme  : 
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et  l'on  aura  gënéralement,  quel  que  soit  i, 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  r'  égal  à  zéro 
jusqu'à  sa  valeur  à  la  surface  du  sphéroïde;  l'intégrale 
relative  à  fjt/,  depuis  //=  i  jusqu'à  iiJz=.—-^  i ,  et  l'inté- 
grale relative  ào)',  depuis  û)'=:o  jusqu'à  û)'=2^. 

Si  le  sphéroïde  est  homogène^  l'intégration  rela- 
tive à  r'  pourra  toujours  s'eflFectuer ,  et  en  nommant  R 
la  valeur  de  /  à  la  surface ,  on  aura 

Supposons  maintenant  le  point  attiré  dans  l'inté- 
rieur du  sphéroïde,  on  aura  r<^r*  pour  toutes  les 
couches  du  sphéroïde  qui  envdoppent  le  point  attiré; 
et  pour  avoir  une  série  convergente,  on  réduira  F 
en  une  suite  ascendante  par  rapport  à  r;  on  aura  ainsi 

Les  quantités  P„  P„  etc. ,  étant  les  mêmes  que  ci- 
dessus  ,  l'expression  de  V,  en  y  substituant  cette  va- 
leur, deviendra 

V=  v^  +  ^.r  +  ^^rH-  etc. , 


etc. 


et  l'on  aura,  pour  déterminer  généralement  Vi^  l'é- 
quation 

Les  intégrales  relatives  à  r'  devant  être  prises  de- 
puis r'ssr  jusqu'à  la  valeur  de  r',  à  la  surface  du  sphé- 
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rdide^  et  les  intégrales  relatiyes  à  fe'  età  «o^dansfles 
mêmes  limites  que  precëdemmeût.  .'''•:••;> 
Si  l'on  suppose  9  par  exemple ,  le  sphéroïde  homo- 
gène ,  et  qu'on  désigne  par  R  et  R'  les  valeurs  de  r' 
correspondantes  à  la  surface  du  sphéroïde  et  à  la  couche 
qui  passe  par  le  point  attiré ,  on  aura,  en  intégrant 
par  rapport  à  r',  / 

Connaissant  ainsi  la  partie  de  Y  relative  aux  coi^ 
chés  du  sphéroïde  qui  enveloppent  le  point  attiré^  on 
déterminera  comme  précédemment  la  partie  rela- 
tive aux  autres  couches  y  par  rapport  auxquelles  le 
point  attiré  est  extérieur^  et  en  les  réunissant^  on 
aura  l'attraction  qu'exerce  sur  lui  le  sphéroïde.  -  ' 

17.  Toute  la  difficulté  du  développement  de  V  en 
série  se  réduit  donc  à  fornier  la  valeur  générale  de  Pj. 
Cette  quantité  est^  comme  nous  l'avons  vu^  une  fonc- 
tion finie  du  degré  i  de /L6  et  de  \/i—- jU*.cos(û>-^a»'). 
On  peut  supposer  par  conséquent  Pj  développé  en 
série  de  cosinus  de  l'angle  o)— û*'  et  de  ses  multiples. 
Soit  K„  cos  n  [cù — û>')  le  terme  de  cette  suite  qui  dé- 
pend de  cos  n{cù'^  a>'),  K„  étant  une  fonction  de  /jl 
indépendante  de  o),  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Obser- 
vons d'abord  que  le  terme  qui  dépend  de  cos  n{eo — cû') 
dans  P|  ne  peut  résulter  que  des  puissances  n,n^2, 
/i-f-4,  etc. ,  de  cos(«— û>');  or  cos(a» — co')  ayant  pour 
facteur  N/i— )tt*,  il  est  clair  que  cos"(û)^— cd')  aura  pour 

facteur  (i  — -/t)*.  D'ailleurs  F  étant  sjrmétrique  parrap- 
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port  kfietk  fâ! ^  ces  deux  quantités  doiTent  entrer 
de  la  même  manière  dans  chaouin  des  termes  de  son 
développen»e0t^   d'.oà  il'on  peut  conclure  que  K, 


5 


est  de  cette  forme  (i — jtt»)»,  (i— /*'*)'  H^î  on  aura 
•  donc  ainsi 

En  sorte  que  le  tei^me  généml  du  développement  de 

Pi  sera  (i— At*)*(i — ^A^'*)*H„  cosn(â) — û>')-  H„  dési- 
gnant une  fonction  de  pi»  dont  il  £aut  connaitre  la 
foraote.  P|  devant  satis&iire  à  réquatîoa .  aux  diffé- 
rences partielles  (C  )  ^  si  on  lui  substitue  sa  râleur 
précédente  y  la  <x>mparaison  des  cosinus  qui  dépen- 
dent des  mêmes  multiples  de  »-^ft)^  donnera  Téqua- 
tion  aux  différences  ordinaires 

(i-T^T     .-^-2t«+IHI--^')'•^+(^nXi+n+I)(l--/.e*)^H.==i 


ou  bien  ^  en  multipliant  tous  les  termes  par  (i*^At*)% 

■Ç ^+(^/i)(î+»+0(i-n^»)*.H«=«>.  (/) 

D'ailleurs  il  est  facile'de  voir^  d  après  la  consiidération 
du  radical  que  nous  avons  représenté  par  F,  que  H, 
est  de  cette  forme  : 

Ha = A^»-»  +  A^'-"-*  +  A^'-»-^ ....  4-  Asdt'-'»-*^  4-  etc. 
En  effets  si  l'on  suppose 
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et  qu'on  développe  F  après  y  avoir  substitué  cette 

valeur,  on  tromveta  que  le  coefficient  de  p:^,  dans  ce 

développement  ^  est  cfe  cette  forme  : 

a^p'  +  «i/?'""'  +  ^j^'""*  •+*  etc. 

Qu'on  remplace  maintenant  p  par  sa  valeur^  et 
qu'on  substitue  aux  puissances  de  cos(û^— >&)')  leurs 
valeurs  en  cosinus  multiples  de  ûi — m\  on  s'assurera 


fi 


sans  peine  que  le  coefficient  de  (i — (x*)»  cos /ï(a» — co') 
a  la  forme  que  nous  lui-  avons  supposée. 

Si  Ton  substitue  la  valeur  de  H»  dans  Téquation  (jQ, 
et  qu'oïl  égale  à  zcto  lèa  coefficiens  des  mêmes  puis- 
sances àe  fiy  on  trouvera  généralement 

.       '       (*— FI— a»  +  a)  (i— n— 2ff-f*ï)    ^ 

En  faisant  successivement  j  =  i,  ^  =  :2t,  etc.  y  on 
aura  par  cette  formule  les  valeurs  de  A,,  A^,  etc. , 
au  moyeu  |de  la  valejur  de  Ae«  On  trouve  ainsi 

-  A-  rii---  (^")-(^"-'\„«— «  I  (^")(^»-0.(^»-a)-f^>t-3)    ,  ^ 
(»-n).  (»-*i»i)i(ini»-g).(»-ii-3);(tMf-4).(iwt^)  -t-g-g  r  ..-1. 

Ao  est  une  fonction  de  fjJ  indépendante  de  fc  ;  or,  f6  et 
fjt!  doivent  entrer;  dé  la  même  manière  dans  l'expres- 
sion de  P|,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut;  on 
aura  donc 
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(t-B).(t-n-i).(»-n-a).(>-n-3).(*-n-4).(t-n-S)    ,,_^fl  ,  ^.    H 
'  2.4.6.(2i-i).(a»-3).(2«-5)  '*  -t-eicj, 

et  par  conséquent 
H.=^  fi-  r^.-»_(i=^^^A'---  +  etc.  1 

xL^'"'-  2.(Lô  •^"•~'"^^M' 

»  • .        '•  '■■•■.-■. 

,'     -  -j  .  .  •       ,    .  .  .  ■ 

jSi.  étant  une  quantité  indépendante  de  fi  et  de  fjtff 
et  qui  par  conséquent  ne  peut  être  qu^un  poe^cient 
nùiùérique.  II. ne  reste  plus  qu'à  déterminer  q^  coef- 
ficient. •    ■>     • 

Pour  y  parvenir ,  observons  que  si  i  —  n  est  un 
nombre  pair^  la  valeur  de  H^  contiendra  un  terme 
indépendant  de  ju  et  de  /Jt^,  et  en  ne  considéraiit  que 
ce  terme  y  on  aura 


<ty 


I 


H«=: 


[2.4..-(i— >i)..(2i — i):(2Ï 3)...(«-f-II+l)]» 

__jSW.[i.3.5...(i— n— 0.i.3.S...(i+yt4:r)] 

~  [i.3.5...(2i  — I)]» 

•  •— .  ....  .  î    •'•         —  < 

Si  ï  ^-^  71 .  est  un  nombre  impair ,  (la  -  valeur  de  H, 
contiendra  un  terme  dépeùdant  des  pretiii&res  puis- 
s'àhcés  de  ft  et  |u'^  et  en  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme^ 
on  aura 


H.= 


^„.^'.[i.2.3. .  .(i — n)]\ 


[2.4«*   (^ — ^ — i).(2i — i).(2i — 3). .  .(*-hn+2)]* 

^„./M/«'.ti.3  5. .  .(i — 'n),i  .3.5.  ..(i  +'»)]* 

[i.3.5...(2*— i)]* 


»'  I 
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Comparons  ces  valeurs  à  celles  qui  résultent  direc- 
tement du  développement  du  radical  F.  En  négli- 
geant les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  ft 
et  de /a/,  on  a 

F===  [r*— 2rr'cos(«— é»0+r  ^~ ^+r/ ./^^  [r*— 2r/cos(«— O +rT*. 

Le  premier  terme  de  cette  valeur  renferme  toute 
la  partie  de  F  indépendante  de  fe  eft  de  /jl',  et  le  second 
toute  la  partie  qui  ne  dépend  que  de  la  premièrq 
puissance  de  ces  variables.  Développons  les  deux  ra- 
dicaux par  la  méthode  que  nous  avons  déjà  employ^^ 
n*  5o,  livre  IL  Si  Ton  nomme  c  le  nombre  dont  le 
logarithme  hyperbolique  est  l'unité ,  et  qu'on  subs- 
titue pour  cos(^ — ^»')  sa  valeur  en  exponentielles 

imaginaires^  le  radical  [r*  —  2rr'cos(û>—û)') +/•]"* 
pourra  être  mis  sous  cette  forme 

■  '     .  ■  •  .. 

■  ■  t 

Si.  Ton  développe  les  deux  facteurs  de  cette  expres- 
siçn^  qu'on  multiplie  ensuite  Tune  par  l'autre  les  sé- 
ries résultantes ,  on  trouvera  aisément  que  le  coeffi- 


cient 


de  p5n-(^-- ^ — ^-^^ )>   ^^  de 


■7^r,cosn((é — 0)'),  est  égal  à 


1.3.5.  ..{i+  n — 0.1.3.5. .  .(i — n —  i) 
2.4.6,.  .(J  +  »)«2. 4-6. .  .(^  —  n) 

C'est  la  valeur  de  H^  dans  le  cas  où  i  —  n  est  pair, 
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et  ou  Ton  suppose  ^e=so  et;tt'=o;  en  la  eottipa- 
rant  à  1»  valeur  trouvée  plus  haut;  on  a 

^"~ ^ 'Li -2.3 i      J  •  (£+i).(i+2) . . . . (i+n)' 

Il  ne  faut  prendre  que  la  moitié  de  ce  coefficient , 
dans  le  cas  où  ns=zo;  on  a  alors 

,n  P»-3.6...  (ai— i)"T* 

'^^        Li*3*3«  «•••••i      J* 

Ql^  ^trouvera  de  la  même  manière  que  le  coeffi^cient  4^ 
-r^.fifit'  .ùùsn  {a>  —  &)')  dan»  F,  est 

1.3 .5* .  .(i^Ti).  1.3.5.  •  •  .(£-^ii) 

2» 


2. 4-6. ,  *(i-j^n — i).a«4*6.  •  .(i— 71 — i)* 

C'est  la  valeur  de  H„,  quand  i — n  est  impair ,  et 
qu'on  néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures 
de  /JL  et  fjt!.  Si  on  la  compare  à  celle  que  nous  avons 
trouvée  plus  haut^  dans  le  même  cas^  on  a 

^  ri. 3. 5... (2**— in»   i(£—x) (/— h+i) 

Ainsi  l'expression  de  jS»  esit^  la  même  dans  le  cas 
de  i — n  pair  et  dans  le  cas  de  i-^^n  impAÎn  Si 
n  =  O;  on  aura,  comme  précédemment , 

pi  .3.5. . .  (2t—  i) 


-n     pi  .3.5.  .  .  (2t—  1)*^ 


En    substituant   pour  jS^  sa  valeur  dans   l'équa- 
tion {k)f  on  aura  la  valeur  générale  de. Hji. 
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18.  Avant  d^aller  plus  loin ,  nous  allons  démonti^er  ' 
une  propriété  remarquable  des  fonctions  de  l'espèce  : 
de  celles  que  nous  ayons  désignées  par  P| ,  et  qui 
nous  sera  utile  dans  les  recherches  suivantes.  Soient 
Y|  et  Z„  deux  fonctions  rationnelles  qt  entières  de 

ft ,  \/i  — ft*.sin o)  et  s/i  — ft*.cosû> ,  qui  satisfont 
à  réquation  (C)^  on  aura  généralement,  i  étant 
supposé  di£rérent  de  n, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  /a,=z — i   jusqa^, 
^  =  I ,  et  depuis  â>  =  o  jusqu'à  c»  =  a^r. 

En  effet,  par  la  définition  même   des  fonctions 
Yj  et  Z.,  on  aura 


La  première  de  ces  équations,  en  la  multipliant  par 
Tà^dfidœ,  donnera 


.1 


—  Il .dfêdm. 


La  seconde  des  équations  (o)  fournirait  une  équa- 
tion semblaUel  Si  Ton  retranche  Tune   de  l'autre 
ToMB  II.  a4 
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ces  .deax  équations,  qnon  observe  qu'en  intégrant 
relatiremeot  à.fC  ^  on  a 

•  *  * 

quantité  qui  se  réduit  à  zéro  lorsque  les  intégrales 
sont  prises  depuis  /Lt  =  — •  i  Jusqu'à  ^  =  i . 

Qu'on  observe  de  même  qu'en  intégrant  relative- 
ntetit  à  .a>-,  on  a 


quantité  qui  se  réduit  encore  à  zéro  lorsque  les 
intégrales  sont  prises  depuis  û)=o  jusqu'à  û)s==:27r, 

//Y  //Z 

parce  qilé^fês  valeurs  de  Yi,  ~,  Z„,  -^  ,  sont  les 
mêmes  à  ces  deux  limites  ;  on   trouvera 

Oa  a  dono  généralement,  si.  n  est  dijQTérent  de  /, 

f\^j4iJidcû  =  0. 

19.  Lç^  formules  des  n**^  16,  17  et  18  s'appliquent  à 
dei  §i)béroïdes  quèîconqiteJ;^^^  àllohs  considérer 

présentement  en  particulier  }es  sphéroïdes  très  peu  dif- 
férens  de  la  sphère,  et  déterminer  les  fonctions  Vo, 
V, ,  etc.,  c^o>  ^19  etc.,  relativement  à  ces  sphéroïdes. 
Supposons  que  le  sphéroïde  diffère  très  peu  de  la 
sp^ne  dont  le  rayon  est  a  ;  soit  /  le  rayon  mené  de 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  87 1 

l'origine  des  r  à  la  surface  du  sphéroïde  ;  on  Httfà 
/=a(i  -f-  OL/'),  CL  étant  un  très^  petit  coelBcient 
constant  dont  on  peut  négliger  le  carré  et  les  puis- 
sances supérieures ,  et  7'  une  fonction  de  sinus  et  co- 
sinus de  6'  et  a>'f  qui  détermine  la  position  du  rayon 
r'  et  qui  dépend  de  la  nature  du  sphéroïde.  On  a  gé- 
néralement pour  un  point  extérieur 

^ 

En  substituant  dans  cette  formule  pour  /•'  sa  valeur 
précédente  et  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a% 
on  aura 

On  a  d'ailleurs  généralement,  par  ce  qui  a  été  dé- 
montré n""  189  /étant  différent  de  zéro^ 

ff?4l^'dûù'  =  o  j 
on  aura  donc  simplement 

Lorsque  i^o,,  on  a^  n*  17,  P^;^  i ,  et  l'intégrale 
relative  à. âi'  dpvant  être  prise  depuis  ct>'=o  ji^(|i^ 
û)'  =  27r ,  celle  qui  se  rapporte  à  ^c',  depuis  )u'  su»  i 
j  usqu'à  Afc'  =  —  I ,  on  trouve 

Yo  =T  ^  +  a^(t .  ffydfjld(^\ 

24*  • 
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d  OÙ  l'on  voit  que  dans  l'expression  de  Y  la  quantité 

y,  sera  égale  à  ^^ ,  plus  à  une  très  petite  quantité 

de  Tordre  a,  et  toutes  les  autres  quantités  y,,  v»  seront 
très  petites  du  même  ordre. 
Supposons  généralement 

fjrp^ydfi'dco' = u, , 

on  aura 

m 

On  aura  donc,  pour  l'expression  de  V  relative  à  un 
point  extérieur, 


V  =  Ç-  +  T  •  (Uo  +  U..?  +v4-h  etc.  )  (a) 

Considérons  maintenant  l'attraction  du  sphéroïde 
sur  les  points  intérieurs.  On  a  généralement  dans  ce 
cas  . 


^-ffp 


r 


Supposons  que  V  représente  l'attraction  de  la  couche 
dont  le  rayon  de  la  surface  extérieure  est  R',  et  dont 
la  surface  intérieure  est  celle  de  la  sphère  du  rayon 
a ,  en  sorte  que  R' — a  est  l'épaisseur  de  cette  couche. 
En  intégrant  dans  ces  limites  la  valeur  précédente  ^ 
on  aura 


"^=-rri:/y-Rr— . 


en  observant  que  \oxi  a ,  par  ce  qui  précède. 
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ff?,dfjt!da>r  —  o. 

Si  Ton  substitue  dans  cette  expression  «(i+a/') 
à  la  place  de  R',  et  qu'on  rejette  les  ternies  qui  s'é- 
vanouissent par  l'intégration^  ainsi  que  ceux  qui  sont 
du  second  ordre  ^  par  rapport  à  et  ^  la  valeur  de  v^ 
deviendra 

on  aura  donc 

V  =  a-(t  .(UoH-  U,.  ^  H-  U.  .^  +  etc-  ). 

Telle  est  l'expression  de  l'attraction  de  la  couche  dont 
l'épaisseur  est  a!xj'  sur  le  point  attiré;  en  y  joignant 
la  valeur  de  V  relative  à  Taction  de  la  sphère  dont 
le  rayon  est  a  sur  le  même  point ^  ou  aura  l'attrac- 
tion entière  qu'exerce  sur  lui  le  sphéroïde.  Or,  le 
point  attiré  est  ^  par  hypothèse  y  situé  dans  l'intérieur 
de  la  sphère  et  à  une  distance  rde  son  centre  ;  on  aura 
donc^  n**  5, 

V  =  27ra» 5- , 

et  en  réunissant  les  deux  parties  de  V^  on  aura  gé^ 
néralement^  relativement  aux  points  intérieurs  au 
sphéroïde , 

V=29ra*— ^  +  a*^i.(Uo+  U..^+U.X,+etc.).  (*) 
Les  formules  («)  et  (&)  renferment  toute  la  tWéè-  • 
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rie  des  attractions  des  sphéroïdes  homogènes  très 
peu  différens  de  la  sphère.  En  différenciant  la  pre- 
mière par  rapport  k  r,  on  aura 

Cest  l'attraction  qu'excerce  suivant  le  rayon  r  le 
sphéroïde  sur  un  point  extérieur.  Le  premier  terme 
de  cette  valeur  exprime ,  comme  on  voit,  l'attraction 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est  a  3  les  termes  suivans 
sont  de  l'ordre  a.  Les  deux  autres  composantes  de 
l'attraction  du  sphéroïde  seraient  du  même  ordre, 
en  sorte  qu'aux  quantités  près  de  l'ordre  du  carré  de 
CL  j  l'action  totale  du  corps  sur  le  point  attiré  est 

représentée  par  —  ^, 

Si  le  point  attiré  était  à  la  surface  même  du  sphé- 
roïde, on  aurait  r=rt(i+oy^),  en  désignant  par 
y  ce  que  devient  j^  quand  on  y  change  fx!  et  (éI  en 
fjié  et  Où,  On  aura  donc  alors,  en  négligeant  les  quan- 
tités de  l'ordre  a* , 

V=  ^•..(i-«r)+a«*.(Uo+U.+U.-f-etc.)) 
-(S)==^-C»~^«-r)+a«.(Uo+2U.+5U.+etc.).j  ' 

20.  Ce  cas  mérite  une  attention  particulière,  parce 
qu'il  existe,  pour  les  points  placés  à  la  surface  des  sphé- 
roïdes peu  différens  de  la  sphère,  une  relation  im- 
portante entre  la  fonction  V  et  sa  différentielle ,  qui 
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peut  souvent  faciliter  la  recherche  de  leurs  attrac- 
tions. Pour  démontrer  cette  proprîëtë,  reprenons 
l'expression  générale  de  V  : 

■y        p  r*drdft!d»' 

Supposons  que  le  sphéroïde  soit  très  peu  différent 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est  a,  et  qui  est  décrite 
du  même  centre;  soit  r^z=za  (i  +07^')  le  rayon  mené  à 
la  surface  du  sphéroïde ,  cl  étant  une  très  petite  quan<- 
tité  dont  on  néglige  le  carré  et  les  puissances  su- 
périeures. Il  est  clair  que  l'on  pourra  regarder  la 
fonction  V  comme  composée  de  deux  parties  :  Tune 

relative  à  la  sphère  du  rayon  a,  et  qui  est  égale  à  -^  ; 

l'autre  relative  à  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère, 
et  que  nous  désignerons  par  u.  On  aura  donc  ainsi 


3 


et  l'action  qu'exerce  le  sphéroïde  sur  le  point  attiré 
sera 

/û[V\ fyt€? du 

\dr)  ~   3r*  dir' 

Si  l'on  multiplie  par  nr  cette  seconde  équation ,  et 
qu'on  la  retranche  de  la  première,  on  aura 

Maintenant  soit  dm!  une  des  molécules  de.  l  exc^ 
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du  sphéroïde  sur  la  sphère,  et  y  sa  distance  au  point 
attiré  ;  on  aura 


on  aura  donc 


Si  le  point  attiré  est  à  la  surface  du  sphéroïde ,  on 
a  r=a(i4-^J'),  en  désignant  par^  ce  que  devient^ 
lorsque  ///  et  a>'  deviennent  /jl  ei  œ;  mais  comme  u 

et  T- sont  de  l'ordre  a,  et  que  nous  négligeons  les 

quantités  de  l'ordre  a* ,  il  suffira  de  faire  r=:  a  dans 
l'équation  précédente  ;  on  aura  donc  à  la  surface  du 
sphéroïde 


tt-f-2fl.-T-=    f     V    -;;•+•  2r.-r^   ]  .dm' . 


Or,  on  a  généralement  y=  \/a* — o^ary^r^  ^  en 
désignant  par  y  le  cosinus  de  l'angle  que  forme  le 
rayon  /  avec  la  droite  menée  du  centre  du  sphé- 
roïde au  point  attiré,  ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
en  faisant 


yz=/ji,/jL'+  s/i — /A»  v'i — jtt'*  cos(û) — û>'). 

De  là  on  peut  conclure  aisément,  par  la  différeu- 
tiation;» 
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En  observant  donc  que  dm'  désignant  l'un  des  élé- 
niens  de  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère,  on  a 

dm':=z -rr^dfJi!dùù'=za?ctydfjJdcû\  on  aura 

"+  ^''-  d?  =  """^JJ T' •    ^^) 

lia  quantité  renfermée  sous  le  signe  intégral  devient 
nulle  lorsque  l'on  suppose  rs=^a,  c'est-à-dire  quand 
le  point  attiré  est  à  la  surface  du  sphéroïde,  à  moins 
cependant  quey  ne  se  réduise  en  même  temps  à  zéro. 
Or  y  est  nul  lorsqu'on  y  suppose  à  la  fois  j.=  i  el 
/•=fl,  l'intégrale  précédente  devant  être  prise  entre 
les  limites  y^=^  i  et  5/  =  —  i  ;  il  est  donc  nécessaire 
de  savoir  ce  qu'elle  devient  dans  le  premier  cas.  Si 
les  intégrations  étaient  effectuées,  le  facteur  com- 
mun au  numérateur  et  au  dénominateur  de  la  fonc-. 

tîon  /  ^   ^^  Â  ^  ^  disparaîtrait,  et  il  serait  facile 

ensuite  d'avoir  sa  vraie  valeur  correspondante  à  l'hy- 
pothèse de  r=a;  mais  comme  la  forme  de  la  fonc- 
tion y*  est  généralement  inconnue,  il  faut  y  parvenir 
indépendamment  de  cette  intégration.  Voici  pour 
cela  un  procéda  très  simple.  Supposons  en  général 
^'=y(jM.',  cd')i  il  est  clair  que  le  second  membre  de 
l'équation  (e)  devient  nul,  lorsque  r:=:a,  pour 
toutes  les  valeurs  de  /j,'  et  de  or'  qui  diffèrent  sensi- 
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hlement  de  fju  et  de  a>.  Si  l'on  fait  donc  ;t'=:ft+A, 
et  û)'=  0)  + A:,  et  qu'on  substitue  ces  valeui^  dans 
l'ëquation  (e) ,  on  pourra  y  regarder  A  et  A:  comme 
des  quantités  infiniment  petites.  Cela  pose,  on  aura 
généralement 

en  représentant  par  ^  une  très  petite  quantité  du 
même  ordre  que  h  et  A:.  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
dans  l'équation  (e) ,  et  qu'on  néglige  la  partie  dé- 
pendante de  Ç",  qui  sera  toujours  infiniment  petite  rela- 
tivement à  la  première,  en  observant  que ji'-r^/^pt, a), 
puisque  y  est  ce  que  devient  y  lorsqu'on  y  change 
fjj  et  oJ  en  |i<  et  où  y  on  aura 


U'\^iia.'^:=:.a^cty.{r* — a^)  j  f- 


r 


Pour  faciliter  l'intégration,  prenons  pour  origine 
de  l'angle  que  nous  avons  désigné  par  fl ,  le  rayon  r, 

ce  qui  donne  jw  =  i,  \/i  —  ac'  =  o.  On  aura  sim- 
plement alors  f=  a*  —  narfjtf  +  r* ,  et  en  intégrant 
par  rapport  à  ai',  depuis  a;'=o  jusqu'à  û)'=2^, 


JJ-r- '='''']  7^ 


On  a  d'ailleurs 


d/  I      d 


ar  '  ^  ' 


on  aura  donc  en  intégrant 
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Cette  intégrale  devant  être  prise  depuis  /a'= —  i 
jusquajtA'=+  T,  ce  qui  àonne  fz=:r+a  etf=^r — a, 
on  aura^  pour  sa  valeur  complète, 


ar{r  +  ct)  ar^r-^a)  r(r" — a*)' 

par  conséquent 

du  Litc^diy 

dr  r 

Si  l'on  suppose  maintenant  r=:a  dans  cette  équa- 
tion^ on  trouve 

u  +  2a.  -^^i:—  fyTra^cty.         (g) 

L'équation   (^,   en  y  substituant  a  (1+^/)  à  la 
place  de  r,  et  en  observant  qu'aux  quantités  près  de 

1  ordre  a,  on  a  -j-  = -l^—  ,   donne 

dr  3      ' 

On  aura  donc,   en  vertu   de  l'équation  {g)y  aux 
quantités  près  de  l'ordre  a*. 


V+.a.^  =  _4^-.  (h) 


dr  3 


Cette  équation  extrêmement  remarquable  s  étend 
à  tous  les  sphéroïdes  peu  différens  de  la  sphère.  Elle 
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lis 


fait  voir  que,  dans  la  fonction  V+aa.-.—  toutes  les 

quantités  de  Tordre  a  disparaissent,  en  sorte  que  cette 
fonction  est  la  même  par  rapport  à  la  sphère  et  au 
sphéroïde  qui  en  diffère  très  peu,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  position  du  point  attiré  à  la  surface  de  ces 
deux  corps.  Cette  équation  a  d'abord  été  trouvée  par 
Laplace  ;  mais  la  démonstration  qu'il  en  donne  dans 
le  second  volume  de  la  Mécanique  céleste  j  et  qu'il  a 
reproduite  ensuite  dans  le  cinquième,  a  été  l'objet 
d'une  controverse  fort  vive,  qui  a  fait  même  révo- 
quer en  doute  par  plusieurs  géomètres  la  généralité 
du  théorème  qui  en  résulte.  Il  me  semble  que  la  dé- 
monstration qui  précède  est  à  l'abri  de  toute  objec- 
tion sérieuse  (*) 

21.  Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (Ji)^  pour  V  et 

-T-,  leurs  valeurs  (c),  n®  19  9  on  trouvera 

47r./=Uo+5U,-f.5U. +(2/4-i)U|+etc. 

La  fonction  j"  peut  donc   toujours  se  développer 
dians  une  série  de  cette  forme 

j=Y,  +  Y,  +  Y.....4.Y|+etc. 

Les  quantités  Yo,  Y,,  etc.,  étant  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  jM,  v/i — fz^.coscûy   y/i — u* .sincû,  qui 


•^        m 


(*)  Voir,  sur  ce  sujet,  Lagrange,  Journ,  de  l'École  Pofythechruque, 
tome  VIII;  M.  Ivory ,  Transactions  philosophiques,  tome  Cil  ; 
M.  Poisson,  Connaissance  des  Tems  pour  i85o. 
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satisfont  à  Tëquatioa  aux  différences  partielles  (C). 
Cette  réduction  est  indépendante  de  la  forme  de  la 
fonction  j^,  et  doit  être  considérée  comme  une  pro- 
priété résultante  des  attractions  des  sphéroïdes  peu 
différens  de  la  sphère. 

Si  l'on  compare  les  deux  valeurs  précédentes  dejr, 
en  observant  qu'on  a,  n'  19,  Mt^szfV^ydiÂ/dùù'p 
on  trouvera  généralement       ' 

On  a  d'ailleurs^  en  représentant  par  Y'o,  Y',,  etc. ,  ce 
que  deviennent  les  quantités  ¥«,  Y,,  etc.,  lorsqu'on  y 
change  /jl  et  c»  en  fx!  et  û)', 

/  =  Y:  +  Y:+Y:....+Y',  +  etc.; 
en  observant  donc  qu'ona  généralement,  par  le  n®  1 8, 

//P,Y'.J;«W«'  =  o, 

n  étant  un  nombre  différent  de  1,  l'équation  (/) 
donnera  simplement  ^ 

/f?,YWda>'==.-^-i,  (m) 

les  limites  des  intégrales  étant  les  mêmes  que  précé-^ 
demment. 

Cette  équation  renferme  l'énoncé  d'une  nouvelle 
propriété  remarquable  dont  jouissent  les  fonctions 
de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  désignées  par. 
Y|  et  Z,  ;  mais  elle  est  plus  restreinte  que  la  pre- 
mière, démontrée  dans  le  n®.i8,  parce  qu'alors  nous 
supposions  aux  fonctions  Y|  et  Z»  toute  la  généralité 
dont  elles  sont  susceptibles,  tandis  qu'ici  nous  sop- 
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Y'o+  Y'i+  etc.  dans  cette  expression^  en  remarquant 
qu'on  a  géne'ralement  par  le  a*  ii  f\\dfjt/dûù' =^0j 
i  étant  diffe'rent  de  zéro,  et  que  jFon  a ,  par  ce  'qui 
précède ,  f\\dfj!doù'  =  4^Yo ,  on  trouvera 

M==i;îî!+47ra^aYo. 


i 


¥ 

E 


En  prenant  donc,  pour  )a  valeur  de  a,  le  rayon  de 
la  sphère  égale  en  solidité  au  sphéroïde ,  on  aura 
\o  =o ,  et  le  terme  Yq  disparaîtra  de  la  valeur  dej, 
ainsi  que  ceux  qui  en  dépendent  dans  les  formules  1^ 
(«)et(/>).    ^  V 

On  a  généralement 

Y,  =  '^i.  ffVir'dti'da,'. 

Si  l'on  suppose  z=i  dans  cette  équation,  et  qu'on 
substitue  à  la  place  de  y  son  développement ,  ou 
aura 

Y. = ^  .ff?:i',dfjjdo>'. 

M 

D'après  la  valeur  générale  de  Pj ,  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  aura,  dans  le  cas  de  i=r  i , 

P,=:V+A'-  \/^^7^.sinû)'+A".  v/i"^^^.cosa)', 
h,  A',  A"  étant  des  constantes.  On  aura  donc 

Y, = ^*  j/yf^'d^'d^' + ^ .  //y  [/  r=?^.  «in  ^^cwds.' 

31»     
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Si  Ton  désigne  par  dm  l'un  des  élëmens  de  l'excès 
du  sphéroïde  sur  la  sphère  ^  on  aura 

dm  =  a^a  .jffdfjidoù'  ; 
on  peut  donc  écrire  ainsi  la  valeur  de  Y, , 

H ,  H',  H"  étant  trois  quantités  constantes. 

Si  l'on  désigne  par  a:',  y' y  z'  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  de  la  molécule^,  on  aura^  aux  quan<- 
tités  près  de  Tordre  a, 

Si  y  déplus^  on  suppose  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  gravité  du  sphéroïde,  on  a 

fx'dm'szzOj       fydm:=:o,      fz'dm=:Q. 

On  aura  donc,  dans  ce  cas,  Y|  =  o.  Le  terme  dé-* 
pendant  de  Y,  disparaîtra  par  conséquent  dans  le 
développement  de  jr  et  dans  les  formules  (n)  et  Q^), 
en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre 
de  gravité  du  sphéroïde.  Ce  résultat  d'ailleurs  peut 
aisément  s'étendre  à  toute  espèce  de  sphéroïdes. 

22.  Concevons  maintenant  le  point  attiré  situé  dans 
l'intérieur  d'une  couche  à  très  peu  près  sphérique  ; 
plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre ,  et  sup- 
posons que  le  rayon  de  la  surface  intérieure  soit 

£i  +  ^a.(Y.+  Y3+Y^  +  etc.), 

et  que  le  rayon  de  la  surface  extérieure  soit  de  la  forme 
Tome  II.  -  25 
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ii  +  da.  (Y'.  +  Y'.  H-  Y',  +.  etc.) 


Si  Ton  désigne  par  A V  Tattraction  de  la  couche  ^  il 
est  clair  qu'on  aura  la  valeur  de  AV,  en  retran- 
chant la  valeur  de  Y  relative  au  premier  sphéroïde, 
de  la  valeur  de  V  relative  au  second  ;  on  trouvera 
ainsi 

Si  l'on  veut  que  le  point  placé  dans  l'intérieur  de 
la  couche  soit  également  attiré  de  toutes  parts  ^  il 
faïut  que  AY  se  réduise  à  une  fonction  indépendante 
des  variables  r,  6  et  a,  puisque  les  difierences  par- 
tielles de  AY,  prises  par  rapport  à  ces  quantités^  ex- 
priment les  attractions  de  la  couche  sur  le  point 
attiré.  Cette  condition  donne  Y',  =  o,  et  généra- 
lement 

équation  qui  détermine  le  rayon  de  la  surface  ex- 
térieure lorsque  celui  de  la  surface  intérieure  est 

donné. 

Si  la  surface  intérieure  est  elliptique ,  on  a 

Y5=  o,     Y4  =  o ,  etc. , 
et  par  conséquent 
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les  rayons  des  surfaces  Intérieure  et  extérieure  de 
la  couche  sont  donc 

d'où  l'on  voit  que  ces  surfaces  appartiennent  à  deux 
ellipsoïdes  semblables  et  semblablement  placés ,  ce 
qui  s'accorde  avec  le  résultat  trouvé  n*  8. 

Supposons  le  rayon  de  la  surface  intérieure  de  la 
forme  a(i  •^ctjr),  et  le  rayon  de  la  surface  extérieure 
de  la  forme  «(i+o^'-f-az),  z  étant  une  fonction  de /a 
et  de  cû  qu'on  pourra  développer  en  une  série  de 
cette  forme, 

2=Z.  +  Z, +  Z.  +  etc. 

On  aura,  par  les  formules  {ri)  et  (p),  relativement 
aux  points  intérieurs  et  extérieurs , 

^V  ===  4î!^ .  (Z.  +  3^^.Z.  +  ^.Z.  +  etc.  ) , 
AT  =  4^a-ci .  (Zo  +  ^.  Z.  +  £..,Z.  +  etc.  ) 

En  différenciant,  on  aura  pour  les  attractions  qu'exerce 
la  couche  sur  les  points  extérieurs  et  intérieurs,  sui-* 
vaut  le  rayon  r, 

--^==3-_.(^Z.+3^.Z.+g--.Z.  +  etc.j 

Si  Ton  suppose  donc  le  point  à  la  surface,  qu'on 
fasse  r=a  dans  ces  formules  et  qu'on  les  compare 

25.  . 
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ensuite^  on  aura 

d.A'V       d.AY 


dr  dr 


= /çfa(t .  (Zo+Z,+Z,+ etc.) = 4'^aoL  z. 


D'où  l'on  voit  que  si  deUx  points  sont  situés  sur 
le  même  rayon ,  l'un  a  la  surface  extérieure ,  l'autre 
à  la  surface  intérieure  du  sphéroïde ^  la  différence 
de  l'action  de  la  couche  sur  les  deux  points  sera 
proportionnelle  à  son  épaisseur ,  et  la  même  que  si 
la  couche  était  sphérique. 

ja3.  Considérons  présentement  un  sphéroïde  hétéro- 
gène peu  différent  de  la  sphère,  et  composé  de  couches 
homogènes  dont  la  figure  et  la  densité  varient  sui- 
vant une  loi  quelconque.  Soit  a(i  +flt7)  le  rayon 
d'une  de  ces  couches  ;  si  l'on  développe^  en  série 
Yo  •+•  Y,  +  Y.  4-  etc. ,  les  quantités  Y^ ,  Y,,  Y.,  etc., 
seront  des  fonctions  de  a  variables  d'une  couche  à 
une  autre  ;  et  en  différenciant  par  rapport  à  ^  la  pre- 
mière des  équations  (m),  on  aura  pour  la  valeur  de 
V  relative  à  la  couche  dont  l'épaisseur  est  da-^d.daj-p^ 
et  dont  nous  représenterons  par  /  la  densité , 

,|^./J«»+^./i.(a'.Y.+^^.Y.+^.Y.  +  etc.) 

m 

Si  l'on  regarde ,  dans  cette  différentielle ,  f  comme 
une  fonction  de  a,  et  qu'on  intègre  relativement  à 
cette  variable,  on  aura  pour  la  valeur  de  V  qui  se 
rapporte  au  sphéroïde  entier, 

» 
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Les  intégrales  devront  être  étendues  depuis  a  =  o 
jusqu'à  a:=^al y  en  nommant  oC  la  valeur  de  a  cor- 
respondante à  la  surface. 

Pour  avoir  l'attraction  du  sphéroïde  hétérogène 
sur  un  point  intérieur  faisant  partie  de  la  couche 
dont  le  rayon  est  û  (  i  +  ciy) ,  on  emploiera  la  pre- 
mière des  formules  (/^)  depuis  a=o  jusqu'à  la  valeur 
de  a  répondant  à  cette  couche ,  et  la  première  des 
formules  (^),  depuis  cette  valeur  de  a  jusqu'à  a  =  «', 
cette  dernière  valeur  se  rapportant  à  la  surface.  Si, 
après  avoir  différencié  ces  équations  par  rapport  à  û, 
on  les  multiplie  ensuite  par  />,  et  qu'on  intègre  leur 
somme ,  on  aura 

+25r  /^cfo*+4*^«- /ç'^-(«Yo+y.  Y.+  Ç.  Y.  +  etcA 

Cette  valeur  représente  l'attraction  du  sphéroïde  hé- 
térogène sur  les  points  intérieurs.  Les  deux  premières 
intégrales  devront  être  prises  depuis  ^=0  jusqu'à 
az=,ay  et  le^  deux  dernières  depuis  a=  a  jusqu'à 
a'=.aC.  Il  faudra  en  outre,  après  les  intégrations, 
substituer  a  au  lieu  de  r,  dans  les  termes  multipliés 

para,  et    ~"  ^^  au  lieu  de  -,  dans  les  termes  qui  sont 

indépendans  de  a. 

:24-  U  nous  reste  à  montrer  comment  on  peut  par- 
venir à  développer  la  fonction  j^  =y^()u,  a>)  dans 
une  série  de  la  forme  Y,  •+•  Y,  +  Y^  +  eta ,  les  quan-* 
tités  Yo,  Y,,  Y.,  etc.,  étant  déterminées  par  la  condi^ 
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tion  de  satisfaire  à  l'équation 


■'[<-'^-f] 


Si  Ton  désigne  par  K„  le  coefficient  de  cos  ncù  dans 
la  valeur  de  Y|,  on  aura 

et  la  valeur  la  plus  générale'  de  K.  qui  satisfera  à 
cette  équation ,  sera  l'expression  de  Pj  du  n**  17,  en 
la  multipliant  par  une  constante  arbitraire;  c'est- 
à-dire  qu'on  aura 

K.=A.<,-..,:.[."-^<^'->.,^.-.+«o.3 

On  aura  donc,  pour  la  partie  de  Yj  dépendante 
de  l'angle  riûo, 

Â„  et  B»  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  fait  successivement /i=:Oy  /2=i,  /i=2,../^r=i 
dans  cette  expression,  et  qu'on  ajoute  entre  elles 
toutes  les  fonctions  qui  en  résulteront ,  leur  somme 
sera  l'expression  de  Yi,  qui  renfermera,  comme  ou 
voit,  ai+i  arbitraires,  B»,  A,,  B,,  etc.  Sî  Ton 
suppose  ensuite  /=  o ,  1  =  i ,  etc. ,  on  aura  les 
valeurs  des  fonctions  Yo,  Y,,  etc.,  et  leur  somme 
Y.  +  Y,+ Y, . .  • .  +  Y,  renfermera  (5+1)*  cons- 
tantes indéterminées. 
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Soit  maintenant  S  une  fonction  donnée  ^  ration- 
nelle et  entière,  des  trois  coordonnées  rectangulaires 
^j  Jj  ^f  qu'îl  s'agit  de  développer  en  série  de  la 
forme  Y.+ Y, +Y.  +  ctc.  Voici  le  moyen  qu'on 
emploiera  pour  y  parvenir.  Si  l'on  transforme  les 
variables  Xy  jr,  z  en  trois  autres  r,  /jl,  œ  ^  déter- 
minées comme  dans  le  n®  4  ^  ^^  ^^^^ 


a:=ribi,  jr=^r»  \/i — jtc^.cosâ^,  z=r.  v/i—* /it^.sin», 

en  substituant  ces  valeurs  dans  S ,  cette  quantité 
deviendra   fonction   rationnelle   et    entière   de   ft, 

VI  —  fJL*coscù  et  Vi — /^•sînâ'^  et  Ton  pourra  la 
développer  en  fonction  des  sinus  et  'des  cosinus  de 
laiigle  cû  et  de  ses  multiples.  Si  l'on  suppose  donc  que 
S  soit  la  fonction  la  plus  générale  de  l'ordre  s,  smncê 
et  cos /ïâ) ,  dans  ce  développement,  seront  multipliés 
par  des  fonctions  de  la  forme 

{i—fji^y .  (Aju'—  +  B/^^""'  +  C^t'—'  +  etc.)  ; 

d'où  l'on  voit  que  la  partie  de  S  dépendante  de  l'ar- 
gument ncû  renfermera  2(3  —  n-\^  i)  arbitraires.  La 
partie  de  S  qui  dépend  de  l'angle  o)  et  de  ses  mul- 
tiples, renfermera  donc  ^(^-f"')  indéterminées;  la 
partie  indépendante  de  l'angle  co  en  renfermera  5-(-i  ; 
la  fonction  S  contiendra  donc  (^+  ï)*  constantes  in- 
déterminées. 

La  fonction  Yo-f-  Y,  -f- Y,. .  .-f-Y,  renferme  pareil- 
lement (^  +  i)*  arbitraires;  il  sera  donc  toujours 
possible  de  transformer  S  dans  une  fonction  de  cette 
forme. 
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Pour  cela ,  on  prendra  l'expression  la  plus  géné- 
rale de  Y,  9  on  la  retranchera  de  S  ^  et  l'on  déter- 
minera les  arbitraires  de  manière  que  les  puissances 

et  les  produits  de  [a  et  de  V'i — ]U*  de  l'ordre  s  dispa- 
raissent de  la  différence  S — Y,,  qui  deviendra  ainsi 
une  fonction  de  l'ordre  5  —  i ,  que  l'on  désignera 
par  S'.  On  prendra  l'expression  la  plus  générale  de 
Y(,_,^  et  on  la  retranchera  de  S';  on  déterminera  les 
arbitraires  de  manière  que  les  puissances  et  les  pro- 
duits de  jc^  et  de  \/i — /jl^  de  l'ordre  s  —  i  dispa- 
raissent de  la  différence  S' — ^0-0*  ^^  ainsi  de  suite. 
On  déterminera  successivement  de  cette  manière 
les  fonctions  Y,,  Y(,_,^,  Y^,^^,  etc.,  dont  la  somme 
représente  S, 
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CHAPITRE    lY. 


De  la  figure  dune  masse  fluide  homogène  en  équi- 
libre ,  et  douée  dun  mouvement  de  rotation. 


25.  Après  avoir  développé,  dans  les  chapitres  qui 
précèdent ,  les  formules  générales  des  attractions  des 
sphéroïdes,  nous  allons  les  faire  servir  à  la  déter- 
mination de  la  figure  d'une  masse  fluide  tournant 
autour  d'un  axe  fixe,  et  sollicitée  par  les  attractions 
de  toutes  ses  parties  et  par  la  force  centrifuge  due 
au  mouvement  de  rotation.  Nous  supposerons  d'abord 
le  fluide  homogène  :  cette  question  est  alors  suscep- 
tible d'une  solution  rigoureuse. 

Soient  û,  A,  c  les  trois  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  surface  du  fluide ,  P ,  Q ,  R  les  forces 
accélératrices  qui  agissent  sur  ce  poiqt ,  décomposées 
parallèlement  aux  axes  des  coordonnées;  prenons 
pour  axe  des  x  l'axe  même  de  rotation  ;  désignons 
par  n  la  vitesse  angulaire  commune  à  tous  les  points 
de  la  masse,  et  par  r=  v'^*+c*  la  distance  à  l'axe  de 
rotation  du  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  b,  c. 
La  vitesse  absolue  de  ce  point  sera  m ,  et  m*  sera  la 
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force  centrifuge  qui  lanime  :  on  aura  donc ,  n°  5g, 
livre  P%  pour  Féquation  de  l'équilibre, 

Pda  +  Qdb  +  Rdc  —  n*rdr=o , 

et  cette  équation  représentera  aussi  celle  de  la  surface 
extérieure  du  fluide. 

Supposons  maintenant  que  les  seules  forces  accé- 
lératrices qui  agissent  sur  lui  soient  les  attractions 
mutuelles  de  ses  élémens  ;  on  aura 

p__rfV         ^_  dV         T>__^ 

da*      ^~         db'      ^'^         de' 

V  désignant  la  même  fonction  que  dans  le  n*  i . 
L'équation  de  l'équilibre  deviendra  donc 

La  valeur  de  V  dépend  de  la  nature  du  fluide  et  de 
la  disposition  de  ses  élémens.  On  ne  peut  dpnc  pas 
«déterminer  à /?non  la  surface  de  l'équilibre  au  moyen 
.de  l'équation  précédente  ;  majs  cette  équation  ser- 
vira à  indiquer,  parmi  les  hypothèses  arbitraires 
que  l'on  peut  faire  sur  la  figure  de  la  masse  fluide, 
4:elles  qui  satisfont  aux  conditions  de  l'équilibre» 

Considérons  d'abord  une  uiasae.  fluide  homogène  à 
Laquelle  nous  supposerons  la  figure  d'un  ellipsoïde 
dont  l'axe  des  x  est  l'a^e  même  de  rotatioq  ; 
plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la 
niasse;  l'équation  de  la  surface  sera  alors 

21  -i-  *1  a-  il  — 
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Dans  les  ellipsoïdes  homogènes  ^  on  a  ^  n*  9 , 


dy  dw      p,  dv 


cty  Q,  y  désignant  des  quantités  indépendantes  des 
trois  coordonnées  a,  b,  c.  En  substituant  ces  valeurs 
dans  lequation  (i)^  et  en  observant  que  la  valeur 
de  /•  donne  rdr  =  bdb  -f-  cdc  ,  on  aura 

a .  ada  +  (  6  —  /i*) .  bdb  +  (7^  —  «*) .  cdc  =  0  • 

L'équation  de  l'ellipsoïde ,  en  la  différenciant ,  donne 

ada  ^^  bdb    ^^  cdc   ^__^ 

Pour  que  ces  deux  équations  coïncident,  il  faut 
qu'on  ait 

d'où  l'on  tire 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  indé- 
pendant du  troisième  axe  h  de  l'ellipsoïde;  il  faut 
donc  que  le  premier  le  soit  pareillement.  Or,  si  l'on 
remplace  Ç  et  y  par  leurs  valeurs  données  n**  10, 
on  verra  que,  pour  satisfaire  à  cette  condition,  il 
faut  nécessairement  supposer  A'=//  ;  alors  Tellipsoïde 
est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  a:  ;  on  a  par 
conséquent  €=yf  et  les  équations  (a)  se  réduisent 
à  la  suivante  : 


396  THÉORIE  ANALYTIQUE 

— ?-  —  ^ 


ib) 


Si  h  est  le  plus  petit  des  trois  axes,  Fellipsoïde  est 
aplati  ;  dans  le  cas  contraire ,  il  est  allongé  vers  les 
pôles.  Supposons  d  abord  le  sphéroïde    aplati  ,    et 

/j'ft /^a 

faisons  comme  dans  le  n*  9,  — ji —  =  A*,  d'où  l'on 
tire  —  =  I  +  A*  ;  on  a  d'ailleurs ,  en  désignant  par 

tir 

M  la  masse  de  l'ellipsoïde ,  et  nommant  f  la  densité, 
M  =  J  TTfhh'* ,  ou  bien  M  =  f  TTf  .  (t  +  A*).A^.  Les 
formules  du  n*  10  donneront  donc  ainsi 

tf  =  47rf.  — 3-*(^ — arc.  tangA), 
e  =  27rf.  ^  .(arc. tang A  —  •^)- 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (6),  et 
que ,  pour  abréger,  on  fasse  5-- =  y,  on  en  tire 

arc.  tang  A=^±g^.       (2) 

,  Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  A ,  don- 
nera le  rapport  des  deux  axes  de  l'ellipsoïde.  Si  la 
valeur  de  cette  quantité  est  réelle ,  il  y  aura  ton.- 
jours,  pour  une  valeur  de  n  donnée,  une  figure 
elliptique  qui  répondra  à  l'état  d'équilibre  ;  si  elle 
est  imaginaire ,  l'équilibre  de  la  masse  fluide  ne 
pourra  point  exister  avec  une  pareille  figure.  Enfin, 
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s'il  y  a  plusieurs  valeurs  de  A  qui  conviennent  à 
Fëquation  (2) ,  il  y  aura  aussi  plusieurs  figures 
d'e'quilibre  correspondantes  à  un  même  mouvement 
de  rotation. 

26. 11  convient  donc  de  discuter  avec  soin  Téqualion 
(2)  y  et  comme  elle  est  transcendante ,  il  faut  pour 
cela  recourir  aux  considérations  géométriques,  qui 
sont  très  utiles  dans  ces  sortes  d  occasions.  Faisons 
donc 

et  regardons  (p  comme  l'ordonnée  d'une  courbe  dont 
X  représente  Tabscisse.  On  voit  d'abord  que  si  l'on 
changé  le  signe  de  A,  l'ordonnée  (p  conserve,  au 
signe  près,  la  même  valeur  :  d'où  il  suit  que  la  courbe 
que  représente  l'équation  (3)  est  semblable  du  côté 
des  abscisses  positives  et  du  côté  des  abscisses  néga- 
tives ;  ses  deux  branches  couperont  donc  l'axe  des 

abscisses  à  des  distances  égales  de  l'origine ,  et  don- 
neront les  mêmes  figures  de  l'équilibre.  Il  suffira  par 
conséquent  de  considérer  la  partie  qui  répond  aux 
abscisses  positives.  Cela  posé,  si  l'on  fait  croître  A 
depuis  A  =  o  jusqu'à  A  =  00 ,  l'ordonnée  (p  commence 
et  finit  par  être  positive;  d'où  il  suit  qu'entre  ces 
deux  limites  la  courbe  coupe  un  nombre  de  fois  pair 
l'axe  des  abscisses,  et  que  par  conséquent  il  y  a  tou- 
jours au  moins  deux  valeurs  de  A  qui  satisfont  à 
l'équilibre. 

En  différenciant  l'équation  (3) ,  on  trouve 
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€t  la  supposition  de  d^z=zo  donne 

yX*  +(107  — 6)A*  +  97  =  o; 
d'où  Ton  tire 


(4) 


x.=:|-5±v/(^-5>-9.        (5) 

Ce  sont  les  valeurs  de  X*  qui  correspondent  aux 
valeurs  maxima  et  minima  de  l'ordonnée  ^.  Comme 
ces  valeurs  ne  sont  qu'au  nombre  de  deux,  il  est  clair 
que  ç  n'a  qu'un  maximum  et  un  minimum  du  côté 
des  abscisses  positives,  ce  qui  exige  que  la  courbe 
ne  coupe  l'axe  des  abscisses  qu'en  trois  points ,  en  y 
comprenant  l'origine.  Il  n'y  a  donc  que  deux  valeurs 
de  A*  qui  répondent  à  l'équilibre. 

L'équation  (5)  détermine  aussi  une  limite  des  va- 
leurs de  ^ ,  au-delà  de  laquelle  l'équilibre  n'est  plus 
possible  avec  une  figure  elliptique.  En  effet,  si  Ton 
-suppose 

5—5  =  5, 

il  est  clair  qu'en  donnant  à  q  une  valeur  plus  grande 
que  celle  qui  est  déterminée  par  cette  équation ,  la 
valeur  de  A*  qui  en  résultera  sera  imaginaire  ;  les 
ordonnées  (p  ne  seront  donc  susceptibles  ni  de  maxi- 
mum  ni  de  minimum,  et  la  courbe  ne  coupera  jam^ais 
l'axe  des  abscisses.  L'équation  précédente  donne 
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y  =  0.3750,     d'où  Foa  tire     A  =1.7322; 

mais  on  peut  assigner  à  ces  deux  quantités  des  limites 
plus  approchées. 

Pour  cela,  j'observe  qu'il  peut  arriver  que  la  courbe 
soit  simplement  tangente  à  l'axe  des  abscisses  sans  le 
toucher  ;  on  a  alors  à  la  fois  ^  =  o  et  ^  =  o. 

La  première  de  ces  équations  donne 

_  6x* 

et  cette   valeur ,    substituée  dans  l'équation  (  3  )  , 
donne 
arc  tanff A  —       7A^+3oa3+27A      _ _V?±9^_. 

Cette  dernière  équation ,  en  la  résolvant  par  ap- 
proximation, donne 

A  =  2.5292,     d'où  l'on  tire     ^  =  0.33701, 

le  rapport  de  l'axe  de  l'équateur  à  Taxe  des  pôles 
étant  exprimé  par  la  quantité  \/T+^ ,  il  est,  dans  ce 
cas,  égal  à  2.7197. 

Nous  avons  supposé  généralement  y  =  j—  ;  soit  T 

le  nombre  de  secondes  que  l'ellipsoïde  emploie  à  faire 

une  révolution  autour  de  son  axe ,  7fr  sera  la  vitesse 

dont  est  animée  la  molécule  située  à  l'unité  de  dis- 
tance de  l'axe  de  rotation  ,  et  la  force  centrifuge  de 

cette  molécule  sera  -^  ;  on  aura  donc 
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T* 

Il  suit  de  là  que^  pour  les  masses  de  même  densité, 
les  quantités  q  sont  proportionnelles  à  la  force  cen- 
trifuge correspondante.au  mouvement  de  rotation, 
ou  en  raison  inveree  du  carré  du  temps  de  la  rota- 
tion. La  valeur  de  q  par  rapport  à  la  Terre  est  de 
0,00344957  f  et  la  durée  de  la  rotation  de  cette 
planète  de  0^,99727;  d'où  l'on  peut  conclure  que  pour 
une  masse  fluide  de  même  densité  que  la  Terre, 
la  durée  de  la  rotation,  correspondante  à  la  limite 
0,33701  de  y,  serait  de  o^, loogo.  La  masse  fluide 
ne  pourra  donc  pas  être  en  équilibre  avec  une  figure 
elliptique ,  si  le  temps  de  sa  rotation  est  moindre  que 
0^,10090;  et  s'il  surpasse  cette  limite,  il  y  aura  tou- 
jours deux  figures  elliptiques ,  mais  non  davantage, 
qui  satisferont  aux  conditions  d'équilibre. 

27.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  l'ellipsoïde  aplati 
aux  pôles;  voyons  maintenant  si  Téquilibre  pourrait 
exister  avec  une  figure  elliptique  allongée  vei's  les 
pôles.  Il  faut,  dans  ce  cas,  faire  A*  négatif;  soit  donc 
A*  =  —  a'*,  la  quantité  A'**  étant  supposée  positive 
et    plus   petite   que   l'unité,   parce   que    sans  cela 

\/i  -[-A'*  devenant  imaginaire,  l'ellipsoïde  se  chan- 
gerait en  un  hyperboloïde.  Si  à  la  place  de  A  on 


substitue  sa  valeur  db  A'  \/ —  i    dans  l'équation  (4), 
on  trouve 

^A ^         •  (I  —  a'-)  (9  —  3a'-;^     "~     ' 
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et  pour  que  l'ordonnée  (p  soit  un  maximum ,  il  fau- 
dra supposer 

Or ,  il  est  évident  que  tous  les  tenues  de  celte  équa- 
tion étant  positifs  lorsqu'on  donne  à  A'*  une  valeur 
comprise  entre  X'*  =  o  et  A'*  ==  i ,  cette  équation 
est  alors  impossible  :  la  courbe  ne  coupe  donc  jamais 
Taxe  des  abscisses  entre  ces  limites;  il  n'y  a  donc  pas 
d'équilibre  possible  avec  une  figure  elliptique  allon- 
gée vers  les  pôles^ 

28.  Considérons  maintenant  les  variations  de  la  pe- 
santeur à  la  surface  de  l'ellipsoïde.  La  pesanteur  est  la 
résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  un 
point  matériel  placé  à  cette  surface.  Soit  p  celte  ré- 
sultante; en  désignant  comme  précédemment  par  ax, 
bC ,  cy  les  attractions  de  l'ellipsoïde,  par  n  sa  vitesse 
de  rotation ,  on  aura 


Il  résulte  d'abord  de  cette  équation,  que  la  pesan- 
teur aux  différens  points  d'un  rayon  du  sphéroïde 
est  proportionnelle  à  leurs  distances  du  centre;  en 
sorte  que  si  Ton  connaît  la  pesanteur  à  la  surface , 
on  aura  immédiatement  celle  qui  s'exerce  dans  l'in- 
térieur de  l'ellipsoïde. 

Considérons  en  particulier  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion :  on  a  ^  dans  ce  cas , 


p  =  \/a^a^'+  (*•  -H  6*)  {€  —  n^y , 
Tome  11/  a6 
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d'où  y  en  yertu  de  1  équation  {b) ,  on  tire 

p  —  ct\/a^  +  {b^  +  c^).p^. 
On  a  d'ailleurs ,  par  l'ëquation  de  l'ellipsoïde , 

6*  +  r^ a» 

par  conséquent , 


p:=j^  \/a\h!^  ~  h-)  +  À^. 

A  l'équateur ,  on  a  0=  o ,  et  par  suite  p  s=z  -—;  aux 

pôles  ^  on  a  a  =  A  et  p:=ah;la  pesanteur  à  l'équa- 
teur  est  donc  à  la  pesanteur  aux  pôles ^  comme  le 
diamètre  de  l'équateur  est  à  l'axe  des  pôles. 

29.  Déterminons  la  relation  qui  existe  en  général  à  la 
surface  de  l'ellipsoïde  entre  la  pesanteur  et  la  latitude. 
Si  l'on  nomme  t  la  normale  à  Tellipsoïde  prolongée 
jusqu'à  la  .rencontre  de  l'axe  de  révolution,  et  qu'on 
prenne  pour  plan  des  oc,  jr^  le  méridien  passant  par 
le  point  de  l'ellipsoïde  que  l'on  considère ,  on  aura , 
en  nommant  a  et  6  les  coordonnées  de  ce  point , 


On  aura  donc 

,h*ctt 

d'où  il  suit  que  la  pesanteur  est  proportionnelle  a  la 
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normale  de  lellipsoïde  prolongée  jusqu'à  l'axe  de 
re'volutîon. 

Nommons  4  le  complément  de  l'angle  compris 
entre  la  normale  et  l'axe  de  révolution  ;  %{/  sera  la 
latitude  du  point  de  l'ellipsoïde  que  l'on  considère  ; 

on  aura  ainsi  b  = ; .  Si  l'on  substitue  cette  va- 

cos4 

leur  dans  l'équation  de  l'ellipse,  et  qu'ensuite  <hi 
élimine ,  à  l'aide  de  l'équation  résultante ,  a  de  la 
valeur  précédente  de  tj  on  trouvera 


V '"^ — F — '^^  '^ 

on  aura  donc 

htt. 


P  — 


Si  dans  cette  équation  on  substitue  pour  ce  sa  valeur, 

A'*  —  A* 
et  I  H-  A*  à  la  place  de  — r^ —  ,  on  trouvera 

»■  ♦ 

4*Ç./*.(i+A*).(a — arc.tangA) 

^  a3.ï/i+A»COS*4 

On  aura ,  au  moyen  de  cette  équation ,  là  pe^aî!^ 
teur  correspondante  à  une  latitude  donnée;  îl  Se 
s'agît  plus,  pour  en  faire  usage,  que  de  détei^riiWër 
les  constantes  qu'elle  renferme. 

En  nommant  T  le  nombre  "de  secondes  que  l'ellip- 
soïde emploie  à  faire  une  révolution  autqur  de  son 

axe,  nous  avons  trouvé,  v?  si6>  ç=i:-j— ^  6^  tiriéâe  "Bi 

26.  • 
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Soit  c  la  longueur  d'un  degré  du  méridien: ,  me- 
suré à  la  latitude  %}/;  le  rayon  osculateur  de  ce  méri- 
dien est ,  par  la  nature  de  l'ellipse,  — L-X-J — ^.  Oa 

aura  par  conséquent 

_(i+i!)*^  =  x8o-.c;  (6) 

et  cette  équation ,  combinée  avec  la  précédente ,  don- 
nera 

-fe|^|i±^  =  i8o«.c.(i  +  X«  cos'4) .  ^. 
La  valeur  de  p  deviendra  ainsi 

équation  qui  ne  renferme  plus  que  q  d'inconnu.  Si 
Von  nomme  /  la  longueur  du  pendule  simple  qui  fait 
ses  oscillations  dans  une  seconde  de  temps ,  on  aura  » 
n®  17,  livre  P%  pz=i7rH.  En  substituant  pour  p  cette 
valeur^  l'équation  précédente  donnera  ^  pour  déter- 
miner q  p 

2i6o.c.  (1  +  A'  cos*4)»  (^  —  arc  .  tang  a) 

Cette  équation,  combinée  avec  Téquation  (3)  du 
n^  26,  fera  connaître  la  valeur  de  y,  et  celle  de 
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A  y  au  moyen  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes 
et  de  la  grandeur  du  degré,  observées  Tune  et  l'autre 
à  la  latitude  4* 

Supposons  4/  =  45*  ^*  9  ^^^  ^^  petite  quantité , 
comme  cela  a  lieu  pour  la  Terre;  ces  équations  don- 
neront ,  en  les  développant , 

On  a  trouvé ,  par  la  mesure  de  l'arc  du  méridien 
terrestre ,  et  par  l'observation  du  pendule  qui  bat  les 
secondes  sous  le  parallèle  de  45°, 

c=iiiiii",     /=  o°^,993452. 

On  a  de  plus  T  =  86 1 64''  ;  on  conclura  de  là 

q=zo.  0034496  ;       A*  =  o .  0086877. 


Cette  dernière  valeur  donne  V/i+^*=i  .oo43344> 
c'est  le  rapport  de  Taxe  de  Téquateur  à  celui  du  pôle  ; 
ces  deux  axes  sont  à  très  peu  près  entre  eux  comme 
23 1,7  est  à  25o,7,  et  les  pesanteurs  à  Téquateur  et 
aux  pôles  sont,  comme  on  l'a  vu  n*  28,  dans  le  même 
rapport. 

On  peut  encore  déterminer  le  demi  grand  axë 'A 
du  pôle  au  moyen  dé  l'équation  (6).  En  effet  >  en 
faisant  4=  4^*^  on  en  tire 


1 1 .  ' 


,_i8o'.c.(i-f-iA*p  _  iQd'.c     ,         -A»— etcV- 


»(«  +  *•) 
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d'où  il  résulté,  en  réduisant  cette  formule  en  nombres  ; 

h  =  6352554°*. 

Il  est  à  remarquer  que  la  limite  que  nous  aYOns 
trouvée  pour*^ ,  n^  26',  n'est  pas^  comme  on  aurait 
pu  l'imaginer^  celle  où  le  fluide  commencerait  à 
se  dissiper  en  vertu  d'un  mouvement  de  rotatioa 
trop  rapide.  En  efiet ,  on  a  vu ,  n*  28 ,  que  la  pe- 
santeur à  l'équateur  est  à  la  pesanteur  au  pôle  dans 
le  même  rapport  que  le  diamètre  de  Féquateur  est  à 
l'axe  du  pôle;  rapport  qui,  dans  ce  cas,  est  celui 
de  I  à  2,7x97;  d'où  il  faut  conclure  que  si,  au- 
àélà  de  la  limite  0,53701  de  y,  l'équîiibi^e  ne  peut 
iBubsister  avec  une  figure  elliptique,  c'est  qu'il  est  alors 
impossible  de  donner  à  la  masse  fluide  une  figure 
elliptique  telle,  que  la  résultante  de  ses  attractions 
et  de  la  force  centrifuge,  soit  perpendiculaire  à  sa 
surface. 

3o.  Nousyenpns  de  yoir,  xf  26,  que,  pour  un  mou- 
vement de  rotation  donné,  il  sera  toujours  possible 
d'2^.;îg;nqi^  deux  figures  elliptiques  qui  satisferont  aux 
cp!i;Mi|itiQns  d'çquîUbre;  mais  il  p'en  faut  pas  condure 
q\^  qqs  ^eyxTi^  ^tats  d'équilibre  correspondent  à  la 
Ijçiêine ;fpr*cçd'lmp^lsîx^^;pri^  que  le  ipou- 

y^DçiçnJ  dç.rptaji^pn  qftç  pijeiMJ  Ifi.masse  fluidç  dépend 
non-seulement  de  l'intensité  de  cette  force,  ^i$â9  eu- 
çoaredçt  ja^;i;paaière.dont|Qlle:i)ii  e£;i  appliq^é^.  . 
,  Ea  ,e£fet  ^^  considérons;  ujae  ipas^.  Quidei  ;  agîîéi^  pri- 
mitivement  par  des  forces  d'impul^sipn  quçlcoj:H]jutes, 
et  ensuite  abandonnée  à  elle-même  et  à  l'attraction 
mutuelle  de  toutes  ses;  parties.  Pas  le  centre.^  gra-« 
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iritë  de  la  niasse  ^  concevons  un  plan  qui  soit  celui 
par  rapport  auquel  la  somme  des  aires  tracées  par 
chacune  des  molécules  du  fluide  multipliées  par  leurs 
masses  est  un  maximum;  ce  plan  conservera  sans 
cesse  cette  propriété,  et  lorsque,  après  diverses  oscil- 
lations du  fluide,  son  mouvement  deviendra  un  mou- 
vement uniforme  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe, 
l'équateur  de  la  masse  se  confondra  avec  le  plan 
maximum  des  aires ,  et  Taxe  de  rotation  sera  per- 
pendiculaire à  ce  plan.  Soit  donc  lAdt  la  somme  des 
aires  décrites  pendant  l'instant  dty  hi  l'époque  où  la 
masse  commence  à  s'agiter,  par  les  projections  de 
chacune  des  molécules  fluides  sur  ce  plan,  multipliées 
par  les  masses  de  ces  molécules;  cette  somme  res- 
tera constamment  la  même  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement.  Or  si  l'on  désigne ,  comme  nous  l'a- 
vons fait,  par  n,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  com- 
mune à  toutes  les  molécules  de  la  masse,  et  par 

\/b^  +  c*  la  distance  de  la  molécule  dm  à  l'axe  de  ro^ 
tation ,  l'aire  décrite  par  cet  élément ,  projetée  sur  le 
plan  de  l'équateur  et  multipliée  par  sa  niasse^  au 

ndt 

bout  du  temps  dt^  sera  —  (b^  -f-  c*)dm.  On  aura  donc 

- .  s .  (*•  +  c*!  ^w»  =  H-, 

rint^rale  S  devant  s'étendre  à  la  masse'  entière  du 
fluide. 

Or  S.(fi*4-  c*)dm  est  le  moment'  dMnertie^  dtf  la 
masse  relative  à  Taxe  de  révdltltîoil.    PàT  Ik  nat\îl^e 

des  ellipsoïdes,. ce  moment  est  çgal  à  -^  .A*«(i-|f'i?J*}'* 
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On  aura  donc 

D'ailleurs,  eu  désignant  par  M  la  masse  du  fluide, 
on  a 

Au  moyen  de  ces  deux  équations,  on  trouve 


î 


^.    .5H«(4|«y(.+A-p 


5'«  wr 


Nous  avons  représenté  par  q  cette  quantité ,  dam 

le  n**  25  j  en  faisant  donc  a'  = r^^ ,     on   aura 

M" 

ç  =  ç'(i  H-'^*;"^?  et  réquation   (2)   du  même   nu- 
méro deviendra 

^ g+aJ arc.tangX==o.    . 

On  déterminera  X  au  moyen  de  cette  équation,  et 
en  substituant  sa  valeur  dans  l'expression  de  M,  on 
en  déduira  la  valeur  de  h. 

Nommons  (p  la  fonction  que  représente  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente;  cette  fonction  doit 
être  égale  à  zéro ,  pour  satisfaire  aux  conditions  d'é- 
quilibre; elle  commence  .par  être  positive  si  l'on 
suppose  très  petite  la  valeur  de  A,  et  elle  devient 
négative  lorsqu'on  suppose  A  infini.  Il  y  a  donc  tou- 
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jours  entre  ces  deux  limites  une  valeur  de  A  qui  sa- 
tisfait à  1  équation  ^  =  0.  Par  conséquent,  quelque 
ôoît  q',  il  y  a  toujours  une  figure  elliptique  qui  con- 
vient à  réquilibre  de  la  masse  fluide. 

En  différenciant  la  valeur  de  ^ ,  on  trouve 

La  valeur  de  A  qui  correspond  à  ^=o  rend  négative 
la  fonction 


27^ 


^-  i8/—  [àY  +  i8  (i  +  A*)3]. 


Celte  fonction  conserve  ensuite  toujours  le  même 
signe  à  mesure  qu  on  fait  croître  la  valeur  de  ^,  parce 

que  la  partie  positive  -~^  + 1 8^' diminue  sans  cesse, 

tandis  que  la  partie  négative  — •  [X»ç'+ 18  (i  +  A')^  ] 
augmente.  La  courbe  dont  ^  représente  l'ordonnée 
ne  peut  donc  couper  une  seconde  fois  Taxe  des  abs^ 
cisses,  et  par  conséquent  il  n'y  a  qu'une  seule  valeur 
de  A  qui  satisfasse  aux  conditions  de  l'équilibre. 

5i.  Concluons  donc  de  ce  qui  précède:  i*.  quune 
massejluide  homogène,  douée  dun  mouvement  de  rotOr 
tion  autour  d un  axe  fixe  y  peut  toujours  être  en  équi" 
libre  avec  deux  figures  elliptiques  différentes;  a*,  que 
pour  une  même  force  dimpulsion  primitive  ^  il  rCj  a 
qu'une  seule  figure  elliptique  qui  satisfasse  à  ïéqui-^ 
libre. 

Le  premier  de  ces  résultats  suppose  que  la  durée 
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(le  la  rotation  de  la  masse  fluide  n'est  pas  au-dessous 
de  la  limite  que  nous  lui  avons  assignée  n""  26  ;  mais 
quand  bien  même  cette  condition  ne  serait  pas  rem- 
plie à  Torigine  du  mouvement  y  il  n'en  faudrait  pas 
conclure  que  l'équilibre  sera  à  jamais  impossible  avec 
une  figure  elliptique.  On  conçoit ,  en  effet ,  que  la 
masse  fluide ,  après  diverses  oscillations^  peut  s'aplatir 
de  plus  en  plus  sans  cesser  d'être  continue ,  en  vertu 
de  la  ténacité  de  ses  parties.  La  durée  de  la  rotation 
augmente  ainsi  progressivement,  et  elle  finit  par  at- 
teindre la  limite  qui  convient  à  Téquilibre.  La  masse 
fluide  prend  alors  la  figure  d'un  ellipsoïde;  et  l'on 
voit ,  en  effet,  par  le  second  des  théorèmes  précédens, 
qui  a  toute  l'étendue  possible,  que,  quelles  que 
aoîent  les  forces  primitivement  imprimées  à  ce  fluide, 
ou  peut  toujours  assigner  une  figure  elliptique  qui 
satisfasse  à  son  équilibre.  En  général,  cette  figure  est 
unique,  et  elle  est  déterminée  par  la  nature  des  forces 
qui  ont  produit  le  mouvement.  L'axe  de  rotation  est 
celui  des  axes  passant  par  le  centre  de  gravité  de  la 
masse ,  par  rapport  auquel  la  somme  des  momens  des 
£orces  primitives  du  système  était  un  maximum. 
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CHAPITRE  V. 


De  la  figure  qui  convient  à  V équilibre  (Tune  masse 
fiuide  homogène  douée  dun  mouvement  de  rota^ 
don  y  et  dont .  la  figure  primitive  est  .supposée  très 
peu  différente  de  la  sphère. 

52.  Nous  venons  de  démontrer  que  lellipsoïde  de 
révolution  satisfait  aux  conditions  d'équilibre  d'une 
masse  fluide  homogène  douée  d'un  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  axe  fixe,  et  nous  avons  déve- 
loppé les  lois  que  suit  la  pesanteur  et  la  diminution 
des  degrés  du  méridien  à  la  surface  d'un  semblable 
sphéroïde.  Il  nous  reste  à  examiner  maintenant  si  là 
surface  elliptique  est  la  seule  qui  remplisse  les  con-i- 
ditions  précédentes,  et  s'il  existe  plusieurs  figurés  de 
différentes  natures  qui  conviennent  à  l'équilibre. 
Cette  question,  dans  toute  sa  généralité,  surpasse 
les  forces  de  FAnalyse;  mais  on  parvient  à  la  ré- 
soudre en  la  restreignant  et  en  supposant-  la  figure 
de  la  masse  fluide'  très  peu  différente  de  la  sphère. 
Cette  hypothèse  est  d'ailleurs  conforme  à  la  na^^ 
ture  ,  puisque  tbus'  les  corps  célestes  ont,  à  très 
peu  près,  la  forme  sphwîque ,  et' qti'on  petit  présu- 
mer que  leurs  molécules, /e;i  se  rapprochant  par  la 
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condensation ,  ont  conserve  entre  elles  la  même  dis- 
position qu'elles  avaient  à  l'état  fluide. 

Reprenons  l'équation  de  l'équilibre  d'une  masse 
fluide  homogène  trouvée,  n'  58,  livre  P',  et  donnons- 
lui  cette  forme 

V  -f-  N  =  const- ,  (a) 

N  représentant  généralement  l'intégrale  de  toutes 
les  forces  étrangères  aux  attractions  du  sphéroïde 
qui  agissent  sur  les  points  de  sa  surface.  Si  l'on  sup- 
pose, comme  cela  a  lieu  pour  la  Terre,  la  Lune, 
Jupiter  et  tous  les  corps  célestes,  Saturne  excepté, 
que  la  seule  force  étrangère  qui  agit  sur  la  masse 
fluide  est  la  force  centrifuge  provenant  du  mouve^ 
ment  de  rotation ,  on  aura 

a^  betc  désignant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  quelconque  de  la  surface,  et  g  la  force  cen- 
t^fuge  du  point  situé  à  l'unité  de  distance  de  l'axe 
.de  rotation*  g  étant  d'ailleurs  une  très  petite  quantité, 
parce  que  la  supposition  que  la  masse  fluide  diffère 
peu  de  la  forme  spbérique ,  exige  que  les  forces  qui 
Xen  écartent  soient  elles-mêmes  très  petites. 

.Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de 
gravité  de  la  masse;  soient  /•  le  rayon  vecteur  mené 
de  ce  centre  a  la  surface,  6;  l'angle  qu'il  forme 
avec  l'axe  de  rotation ,  et  »  l'angle  que  forme  le  plan 
qui  passe  par  le  rayon  r  et  par  l'axe  de  rotation 
„avec  le  plan  des  a;,  jr,  on  aura 

« 

a±=:rcos  9,    ^±=rsin  ôcos  »  ,     cr=:rsinô  sin  co. 
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La  valeur  de  N  deviendra  ainsi, 

N=i.g'r*sin*G=i.g^r*— i.g'r-.Ccos-G— iV 

et  en  la  substituant  dans  l'équation  d'équilibre  y  on 
aura 

V  +  i  g'r*  —  ^  g'r* .  (cos*  ô  —  -I)  =  const .  {h) 

On  verra   bientôt  pour  quelle  raison  nous   avons 
donné  à  N  la  forme  précédente. 

Supposons  maintenant ,  conformément  à  l'hjpo-  . 
thèse ,  la  figure  de  la  masse  fluide  peu  différente  de 
la  sphère;  on  aura  dans  ce  cas,  n"*  21, 

v=4g!+<^.[r.+iL.T,+ ^-.T.+  ,^.T.+  e,.]. 

On  peut  faire  disparaître  de  cette  valeur  les  termes 
en  Yo  et  Y.  en  prenant  pour  a  le  rajon  de  la 
sphère  égal  en  solidité  au  sphéroïde,  et  en  plaçant 
l'origine  des  rayons  r  à  son  centre  de  gravité.  Si  l'on 
substitue  ensuite  cette  valeur  dans  l'équation  (i), 
on  aura 

^3T+^-D  •'^•+  f,-Y3+elc.]+igr'-Jgr'.(cos'9-J); 

=  const. ,  \ 

et  tous  les  termes  de  cette  équation  jouiront  de  la 
propriété  de  satisfaire  à  l'équation  et  aux  différences 
partielles 

siu  m       "^  sin*  i'  dm*    "*"  ''      dr-      ~  **' 
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Y|   étant  une   fonction    rationnelle  et  entière    des 

trois  quantités  fx,  \/i  —  fju^  cos  û>,  V/i — ^*  sin  ^  ou 
cosô,  sin  ô  cos  ciù  et  sin  6  sin  (»  ,  du  degré  i.. 

Il  est  aisé  de  voir,  en  effet,  que  cette  équation 
est  satisfaite  lorsqu'on  y  substitue  chacun  des  deux 
termes  ^  gr^  et  —  ^  gr^  (  cos*  fl  —  ^)  à  la  place  de 
Y| ,  ce  qui  résulte  de  la  forme  particulière  que  l'on 
a  fait  prendre  à  la  fonction  N. 

Cela  posé ,  on  a  à  la  surface  du  sphéroïde 
r  =  fl  (i  +  ajr);  en  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  (c),  et  en  négligeant  les  termes  du  second 
ordre  en  cl  ,  ainsi  que  ceux  qui  sont  multipliés  par  ag 
à  cause  de  la  petitesse  des  deux  facteurs ,  on  aura 

=B=const. 

Comme  la  constante  du  second  membre  est  arbi- 
traire ,  on  peut  la  supposer  déterminée  par  l'é- 
quation 

^-  +  5  S^  —  const. , 
et  l'équation  précédente  donnera  ainsi 

^=:5.(iY.  +  iY34-etc.)-^.f.(cos-Ô  — 1). 

Or,  nous  avons  trouvé,  n°  ai,  pour  l'expression  gé- 
nérale de  y  dans  les  sphéroïdes  peu  différens  de  la 
sphère ,  l'origine  des  coordonnées  étant  au  centre 
de  gravité  du  sphéroïde  , 
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y  =  Y.  +  Y,  +  Y^  +  etc., 

Y,,  Y5,  Y4,  etc.,  représentant  dans  cette  expi'es- 
sion  les  mêmes  fonctions  que  celles  qu  elles  désignent 
dans  la  valeur  de  V. 

En  comparant  ces  deux  valeurs  de  j^  on  voit 
qu'elles  ne  sauraient  avoir  lieu  en  même  temps, 
à  moins  qu'on  n'ait  séparément, 

^•  =  tY.-~.f.(cos'9-i)> 
Y3  =  o,  Y4  =  o,  Y5  =  o,  etc; 

De  la  première  de  ces  équations  on  tire 

Substituons  cette  valeur  dans  Fexpression  de  y  et 

faisons  pour  abréger  f-  =3  y  j   y  désignant  comme 

précédemment  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  Li 
pesanteur  sous  l'équateur,  on  aura 

«7  =  —  f  9.(cos*  9  —  i); 

on  a  d'ailleurs 

r  =  a  (ï  -f-  ay). 

L'expression  du  rayon  ^e  la  surface  des  sphéroïdes 
deviendra  donc 

r  =^  fl.[i  —  f.9.(cos*  6  —  i)].        (d) 
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Cette  équation  appartient  à  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution dont  l'aplatissement  est  très  petit  et  égal  à 

Â-,  l'origine  des  coordonnées  étant  au  centre  da 

sphéroïde. 

Nous  voici  donc  parvenu  à  démontrer  que  la 
figure  elliptique  est  la  seule  qui  convienne  à  l'équi- 
libre d'une  masse  fluide  homogène ,  douée  d'un 
mouvement  de  rotation,  en  supposant  la  figure  pri- 
mitive de  cette  masse  peu  différente  de  celle  de  la 
sphère.  Nous  avons  démontré,  dans  le  n*  21,  que 
l'expression  de  j*  ne  peut  se  développer  que  d'une 
seule  manière ,  en  série  de  la  forme 

Y,  +  Y3  H-  Y4,  etc.; 

on  peut  en  conclure  encore,  par  ce  qui  précède,  que 
la  figure  elliptique  qui  satisfait  à  l'équilibre  est  unique. 
Si  Ton  suppose  ^  =  o ,  dans  l'équation  (d) ,  on  a 
r:=z  a;  d'où  il  suit  que  la  sphère  est  la  seule  figure 
que  puisse  prendre  dans  l'état  d  équilibre  une  masse 
fluide  homogène  et  immobile. 

55.  Considérons  maintenant  les  variations  de  la 
pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde.  L'équation  (à) , 
qui  détermine  la  figure  de  l'équilibre  de  la  masse 
fluide,  offre  encore  l'avantage  de  donner  par  une 
simple  différentiation  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  sur- 
face. En  effet,  le  premier  membre  de  cette  équation 
représente  généralement  l'intégrale  de  toutes  les 
forces  qui  agissent  sur  chacune  des  molécules  de 
cette  si2,rface,  multipliées  respectivement  par  l'élé- 
ment de  leurs  directions.  En  différenciant  donc  Té- 
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quation  (a)  par  rapport  à  r,  on  anra^  n'  i.,  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  qui  animent  le  point  db 
la  surface  que  l'on  considère  décomposées  parallèles 
ment  au  rayon  r,  c'est-à-dire,  n^aS,  l'expression 
de  la  pesanteur  en  ce  point* 

L'équation  (c) ,  d'après  ce  qui  précède ,  devient 

^  +  4g!. YW  4-  4^.sin*  fl  ==  const. 

Si  l'on  difierencie  cette  équation  par  rapport  à  r, 
qu'on  divise  sa  dififérentielle  parj-r-^  et  qu'on  y 
substitue  à  la  place  de  rsa  valeur  «(i  +ûy^)  après  la 
différentiation ,  on  trouve 

p=:±'7ra.{i  -|aY«--9sin*fl);         (n) 

et  comme  on  a ,  n*  Sa , 

aYCO=_|^.(cos*fl  — i), 

cette  équation  devient 

;;  =  |9rfl.[i-|^H-|9(cos»ô-.i)].    (c) 

La  quantité  p  que  nous  venons  de  déterminer  ne 
représente  pas  elxactement  la  pesanteur ,  c'est  seule- 
ment la  partie  de  cette  force  dirigée  'vers  le  centre 
du  sphéroïde.  En  effet,  on  peut  regarder  la  pesan- 
teur à  sa  surface  comme  décomposée  en  deux  autrfss 
forces,  l'une  p  dirigée  suivant  le  rayon  r,  çt  Tautre 
perpendiculaire  à  ce  rayon.  Mais  il  est  aisé  le  voir 
que  cette  dernière  est  de  l'ordre  a,  en  sorte  qu'en  la 
désignant  par  a//,  la  pesanteur  totale  sera  égale  à 
Tome  IL  27 


V     . 
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|/p«4-^y»  ;  on  peut  donc ,  quand  on  néglige  les  quan- 
titës  de  l'ordre  à*,  regarder  p  comme  FexfHression 
de  la  pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde. 

En  réunissiant  :les  équations,  (e)  et  (d),  on  aura 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  la  figure 
d'écpiilibre  d'une  masse  fluide  homogène  douée  d'un 
mouvement  de  rotation  et  les  lois  de  la  pesanteur  à 
la  surface,  lorsqu'on  suppose  que  la  forme  primitive 
de  la  masse  est  peu  diflerente  de  la  sphère.  On  aura 
ainsi 

r=a.[i-|.(cos*ô-30]^ 
;,  =  f7ra.[i  — J7  +  |y,(cos*9-^|)]. 

Ces  deux  pquations  font  voir  d'abord  que  la  dimi- 
nution des  rayons  et  les  accroissemens  de  la  pesan- 
teur, en  allant  de  l'équateur  au  pôle,  sont  propor- 
tionnels à  cos*  6  ;  d'où  il  suit  que  ces  deux  quantités 
varient  à  très  peu  près  comme  le  carré  du  sinus  de 
la  latitude ,  parce  que  cos  9  est ,  aux  quantités  près  de 
l'ordre  cl  ,  égal  à  ce  sinus. 

C'est  par  l'ûbservation  des  longueura^  du  pendule 
à  seconaes  qu'on  a  déterminé  les  variations  de  la 
pesanteur  à  la  surface  de  la  Terre.  Cette  longueur, 
comme  on  l'a  vu  n?  29,  est  proportionnelle  à  la  pe- 
santeur. Soit  donc  /  la  longueur  du  pendule  a  se- 
condes sous  un  parallèle  quelconque,  L  ce  que  devient 
/,  et  P  ce  que  devient;?  sous  l'équateur,  ou  lorsque 
9^=90%  on  aura  ' 

1  I  '  •  •        • 

par  conséquent      • 
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/>  =  P-f-fP9C0S*fl, 
et  par  suite, 

Z  =  LH-|L7C0s*G. 

Nommons  /'  la  longueur  du  pendule  au  pôle ,  on 
aura 

r—h       5ç 
L      -   4- 

Si  l'on  nomme  de  même  r'  et  R  ce  que  devient  le 
rayon  /*  de  la  surface  de  lellipsoïde ,  au  pôle  et  à  l'ë- 
quateur,  on  trouve 

r— R  5a 

^^■^MHM^MM^  ^*^        ^mÊ^         ^MM^     • 

on  aura  donc^  relativement  aux  ellipsoïdes  de  révo- 
lution ,  entre  les  demi  grands  axes  et  les  longueurs 
du  pendule  qui  répondent  respectivement  au  pôle  et 
à  Féquateur^  cette  relation  remarquable, 

/_L       R—r' 


34«  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'ici  que  des 
fluides  homogènes  ;  nous  allons  considérer  mainte- 
nant Tétat  d'équilibre  d'une  masse  fluide  hétérogène 
douée  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 
fixe  ;  mais  ^  pour  simplifier  cette  question ,  nous 
supposerons  cette  masse  composée  de  couches  sembla- 
bles y  et  la  densité  décroissante  suivant  une  loi  quel- 
conque du  centre  à  la  surface^  hypothèse  qui  d'ailleurs 
parait  conforme  à  la  nature  des  corps  célestes.  On 
conçoit  en  effet  que  si ,  lors  de  la  formation  de  ces 
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corps ,  leurs  molécules  ne  s'étaient  pas  disposées  de 
manière  que  les  plus  denses  soient  en  même  temps 
les  plus  voisines  du  centre ,  elles  se  seraient  péné- 
trées comme  un  corps  solide  s'enfonce  dans  un 
fluide  f  et  l'équilibre  n'aurait  pu  exister  dans  une  pa- 
reille masse.  L'équation  générale  de  l'équilibre  des  dif- 
férentes couches  sera,  n*  38,  livre  P' , 


/^  =  V  +  N, 


ou  bien ,  en  remplaçant  V  par  sa  valeur,  n*^  ^aS, 

+|./,.d.a3+4îî,^^,j,f^3.Y,+  ^i.  Y.+  ^.  Y.+  |,.Ya+etc.]  ^^ 

Les  différentielles  et  les  i  ntégrales  dans  cette  équation 
se  rapportent  à  la  variable  a  ;  les  deux  premières  in- 
tégrales du  second  membre  devant  être  prises  depuis 
a^=zay  en  désignant  par  a  la  valeur  de  a  relative  à 
la  couche  que  l'on  considère,  jusqu'à  la  valeur  de 
a  qui  correspond  à  la  surface  du  fluide ,  et  que  nous 
supposerons  égale  à  l'unité,  les  deux  dernières  inté- 
grales de  la  même  équation  devant  s'étendre  depuis 
a^=:0  jusqu'à  a=ia. 

A  la  surface  de  la  couche,  on  a  r^=za{i^aj): 
en  substituant  donc  cette  valeur  dans  les  termes  de 
l'équation  précédente  qui  sont  indépendans  de  ot, 
et  faisant  simplement  rz=ia  dans  les  autres,  ou 
aura 
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Se=a»./{.c/a'+4«»./«,rf.[a'T,+  -^.Y,+  g.T.+-  .T,  +etc.] 

^.(i-myy/^.da^+^.f^.d.  [û^o+  ~.Y,  +  ^.T.+pY.+ etc.] 
+N. 

Le  second  membre  de  cette  équation  doit  se  réduire 
à  une  constante,  n""  38,  livre  P'.  Si  Ton  substitue  donc 
pour  y  son  développement  Y^  -f"  ^«  H*  Y« +€tc. , 
et  pour  N  sa  valeur  j  •gr^  —  ^.^/^(cos'O  —  ]),  et 
que  Ton  compare  ensuite  les  fonctions  semblables  de 
6  et  de  a^  on  aura 

les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  de- 
vaut  être  prises  depuis  az=a  jusqu'à  az=z  i,  et  les 
trois  dernières  depuis  as  a  jusqu'à  az=:a.  Cette 
équation  déterminant  simplement  le  rapport  qui  doit 
exister  entre  Yo  et  a,  il  s'ensuit  qu'on  peut  donner 
à  Yo  une  valeur  arbitraire.  On  aura  ensuite ,  i  étant 
égal  k  2, 

A  W 

+g./f.<i.«»Y^-i^a«(cos*fl-i)=o; 

enfin ,  i  étant  un  nombre  quelconque  égal  ou  supé-*- 
rieur  à  l'unité. 


(^) 
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Cette  équation  donnera  la  valeur  de  Y|,  relative  à 
chaque  couche  du  fluide,  lorsque  la  densité  /  sera 
connue. 

Y- 

A  la  sur&ce  du  fluide ,  on  a  /jp .  e/  ;  -j::^^=o ,  puisque 

tu 

les  surfaces  intérieures  et  extérieures  de  la  couche  se 
confoildent  :  Féquation  précédente  devient  donc ,  ea 
observant  que  nous  supposons  a  =  i  à  la  surface, 

Les  couches  de  niveau  étant  supposées  semblables, 
il  s'ensuit  que  la  valeur  de  Yj  est  pour  chaque  couche 
la  même  qu'à  la  surface  ;  elle  est  donc  indépendante 
de  a,  et  l'on  a 

Or,    i    étàtit   égal   jçu   supérieur  à   3 ,  la  fonction 
I  —  "Tir^*  ^^*  *^^jo^rs   positive  ;  l'intégrale  que 

renferme  l'équatîon  précédente  ne  peut  donc  être 
égale  à  zéro;  on  doit  donc  avoir  alors  Y|=o. 
D'ailleurs,  si  l'on  suppose  i=z  i,  on  pourra  toujours 
faire  disparaître  le  terme  en  Y,  de  l'équation  (g)  en 
plaçant  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  gravité 
du  sphéroïde  ;  on  aura  donc  généralement  Y|  =  o,  i 
étant  un  nombre  entier  quelconque  différent  de  2. 
Dans  le  cas  de  /  =  2 ,  l'équation  (h)  donne 


< 
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fytm  Y. .  /(  I  —  a*)  :  ta'-  da  ^  §-;'(cbsf  '— î)  •='  o-  . 

•  f 

Soit,  comme  prëcè'dettitoentf/^r  [le  râ^'^tfff  d^ là' 
fcirce  cëntrîfngè  â  •fe'yéèâbteuî'  à'  Vi^oÀ^imi^èir' 
pressiofù  dé  là*  peisiméifr'lliàlit,  aux  quantités  jprèsHè 
Tordre  «t,  la  même  qfùè  cièlle  <Jûï  ifàriâîï  lîeti  â  ^ 
surfefcé  de  là  spKSré' ffà . raj^n  à ,  fc'clst-*à-dîre  ëgale^S 
%7r.ff.d.a^,  on  aura  g  =^  ^7rq.ff.a^dd)(  pài*  c6ûs^- 
quent 


..  .')\     H.)- ■  :    ;     !jI|    •,   ;  "i^UîTy 


»:   rir;  ï\  'v.\  .-.      v.  i;f  i>   j.   •  ',;u;l.; 

l      9 


Lertyon  du  spWrôSde^à  la  sutfàcfe'sietà  donc  ' 

/   c.   .1.  I  ;:•'•  •     :    •    ■  .      •;■<>'  .1  t 


Cé'iiàLyon  eSt  celui  d'Uii  ellipsoïde  ^Jèrévol^l^^ 
aidsi  dôtrc,  dans  ce  Cas  gëiiéral/dôtxfme-dans'cëlui  clë 
rhoniogéMté,  la  sUlrfôcê  lîbr^  du  fluide,  et  par 
conséquent  celle  de'  chaque  couche  de  niveau ,  put 
la  figure  elliptique. 

ai,  pour  abréger,  Tori  fait 

aA  ss:  -± — ^ •- 


/^i  — a»){a*da* 


l'expression  Au  t2îyti^  de  chaque  coûche  é^t^  dé  CQtte 
forme  :  ,  .^ 


494  tHÉORIE  ANàÉTTIQUE 

Y, , étant  arbitraires ,  si  Von  fait  Y»  =  —  ih,  l'ex- 
pression  précédente  ievient  a(i  — ah  cos*9)  et 
c^Arçpré^enti^  alors  relliptîcité  de  la  couche,  A  la 
surffice.du.sphéroï4e.|  on.a  a=;=.ij,  et  le  rayon  devient 
\'^'eth  ços^.G*  La  diminution  des  rayons ^  en  allant 
de  Féguateur  au  p61e ,  est  donc  encore  proportion-* 
nelle  à  cos*  ^^  ejt  par  conséfp^eiit  au  carré  du. sinus 
de  la  latitude.        .  \  ^     '    .^  .  , 

Le  rayon  osculateur  du  méridien  dont  le  rayon 
est  de  la  forme  i  —  cth  cos*  0 ,  a  pour  expression 

ï  ~^aA(i  —  J  cos^fl). 

Désignons  par  c  la  longueur  d'un  degré  mesuré  sur 
le  cerclejdontle  rayon  est  I --T-[j:jjflP^^  l'expression  du 
degré  du  méridien  du  sphéroïde  sera 

Zdhc  cos*  ô. 


c  représente  donc  la  grandeur  du  degré  sous  Téqua- 
tçur,  I9t  les  di^gr^s  duméridien  croissent  de  Téquateur 
au  pôle  9.  proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la 
latitude^  tandis  que  les  rayons  menés  du  centre  à 
la  surface  du  sphéroïde  diminuent  suivant  la  même 
loi. 

■ 

Si  Ton  applique  à  la  Terre  les  résultats  précédens 
et  qu'on  la  considère  simplement  comme  un  sphé- 
roïde composé  de  couches  elliptiques  de  densité  et 
d'ellipticité  variables,  en  substituant  pour  Y.  sa  va- 
leur dans  l'équation  {g) ,  et  en  observant  que  l'in- 
tégrale ff*dh  est  nulle  à  la  surface ,  on  aura 
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Cette  équation  détermioe  la  relation  qui  doit  exis- 
ter pour  l'équilibre  entre  la  densité  f  et  Tellipticité 
ah  de  chaque  couche  du  sphéroïde.  Elle  donnera , 
en  l'intégrant,  la  valeur  de  cette  ellipticité,  lorsque 
la  loi  des  densités  sera  connue. 

Les  densités  étant  supposées  aller  en  diminuant  du 
centre  à  la  surface ,  il  résulte  de  cette  équation  que 
l'ellipticité  de  la  Terre  est  moindre  que  dans  le 
cas  de  l'homogénéité ,  à  moins  qu'on  ne  suppose  que 
les  ellipticités  croissent  de  la  surface  au  centre  dans 
un  plus  grand  rapport  que  la  raison  inverse  du  carré 

des  distances  à  ce  centre.  En  effet»  soit  A=— .  on 

.   a» 

aura 

ff.d.d'h  =  ff.d.a^u:=:uff.d.a?^fdu.fa?.df. 

Si  les  accroissemens  des  ellipticités  sont  entre  eux 

dans  un  rapport  moindre  que  —,  u  augmentera  du 

centre  à  la  surface;  du  sera  par  conséquent  une 
quantité  positive ,  et  comme  df  est  négatif,  puisqu'on 
suppose  que  les  densités  diminuent  du  centre  à  la 
surface,  fdufa?.df  sera  aussi  une  quantité  néga- 
tive ,  et  en  faisant  à  la  surface 

ff.d.a?h  =  {h-^  f)ff . d. a\ 

f  sera  une  quantité  positive.  L'équation  (A:) ,  en  y 
substituant  cette  valeur,  devient 

6(A  — /)/f  .rf.a'  +  5(2—  2^)// .d[.a«  =  0, 
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d'où  l'on  tire 

5?-6f 


A» 


L  ellîptîcité  eth  du  sphéroïde  sera  donc  moindre  que 

-^;  elle  sera  plus  petite  par  conséquent  que  dans 

le  cas  de  rhomogénéité^  où  df  étant  nul^  /  est  égal 
à  zéro. 

On  peut  conclure  de  là  que  l'aplatissement  de 
la  Terre  ^  dans  l'hypothèse  la  plus  Vraisemblable 
qu'on  puisse  faire  sur  sa  constitution  intérieure,  est 

plus  grand  que  - ,  valeur  qui  répond  au  cas  où  toute 

sa  masse  serait  réunie  à  son  centre ,  et  moindre  que 

y^, valeur  qui  répond  au  cas  où  cette  masse  serait 

homogène.  En  effet,  il  est  naturel  de  croire  que  la 
densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre  augmente 
en  approchant  du  centre,  et  cette  supposition  est 
même  indispensable  à  l'égard  de  tous  les  corps  célestes 
s^ils  ont  été  originairement  fluides  ;  il  est  probable 
aussi  que  les  elliptidtés  diminuent  dans  un  rapport 

moindre  que  —,  puisque  cette  hypothèse  donnerait 

une  ellipticité  infinie  aux  couches  infiniment  voisines 
du  centre ,  ce  qui  est  absurde. 

35.  Considérons  les  variations  de  la  pesanteur  à  la 
surface  du  sphéroïde  que  nous  supposons  composé 
de  couches  elliptiques  d'une  densité  variable  du  centre 
à  la  surface. 

La  directton'  de  la  pesanteur  de  la  surface  au  centre 
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^  nest  plus  alors  une  ligne  droite  ^  elle  forme  une 
courbe  dont  chaque  élément  est  perpendiculaire  à 
la  couche  de  niveau  qu'il  traverse.  L'équation  (y)  ^ 
en  remarquant  que  parce  qui  précède,  on  a ¥4=0, 
Yj=:  o  etc. ,  donnei  à  la  .surface  où  les  couches  inté* 
Heures  et  eltérieures  se  confondent , 

On  aura  l'expression  de  la  pesanteur  à  la  surface  du 
sphéroïde ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n**  53,  en  chan- 
geant le  signe  de  la  différentielle  du  second  membre 
de  celte  équation  prise  par  rapport  à  r  et  divisée  par 
dr.  En  nommant  donc  /?  cette. force >  on  aura 

ou  biep  en  observant  qu'à  la  surface  on  a 

et  que  nous  négligeons  les  quantités  de  l'ordre  a*  et 

+  4^7r./f.d.(^.Y,+Ç.Y,)— 5.g4-g(cos*fl-f); 

On  peut  faire  disparaître  les  intégrales  de  cette  ex- 
pression ,  en  observant  que  l'équation  (/r)  donne  à 
la  surface 
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^./f.rf.a»Y.=4|r.Y..//.rf.a»H-i.^cos«e-i).  la 

X 

En  faisant,  pour  abréger ,  L 

et  observant  qae  gs=^.qff.d»a^ ,  on  aura 
/>  =  P  +  P.(f  9  — a*).(cos*  ô  — ^), 

I 

OU  bien  en  faisant 

F=P-iP.(l9-aA) 
et  négligeant  les  quantités  de  Tordre  cl*  ^ 

p=F.[i  +  (fy  — aA).cos'fi]. 

Si  l'on  suppose  6:;^  90"*,  on  a  ;^  =  F^;  il  suit  donc  de 
cette  équation  que  P'  est  l'expression  de  la  pesanteur 
à  l'équateur,  et  que  la  pesanteur  croit  de  l'équateur 
au  pôle  proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la 
latitude. 

Si  l'on  nomme  /  et  L' les  longueurs  du  pendule  cor- 
respondantes à  ;?  et  P',  on  aura 

/  =  L'.[i+(|5f— .aA).cos*Ô]. 

L'  est  donc  la  longueur  du  pendule  à  l'équateur^  et 
ses  accroissemens  de  l'équateur  au  pôle  sont  encore 
proportionnels  au  carré  du  sinus  de  la  latitude. 

Si  Ton  désigne  par  at  Texcès  de  la  longueur  du 
pendule  au  pôle  sur  sa  longueur  à  l'équateur  divisé 
par  cette  deintiière  longueur,  l'équation  précédente 
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donnera  a€  -f-  aA  =  |  ^ ,  équation  qui  fait  connaître 
une  relation  importante  entre  les  longueurs  du  pen- 
dule qui  bat  les  secondes  à  la  surface  du  sphéroïde  et 
son  ellipticité.  Dans  le  cas  de  rhombgénéité ,  on  a 
aA  =  I  ^  ^  et  par  conséquent ,  etê  =  ah ,  comme 
nous  l'avons  vu  n*  55  ;  mais ,  si  le  sphéroïde  est  hé- 
térogène y  V excès  de  la  longueur  du  pendule  au  pôle 
sur  sa  longueur  à  l'équateur  dwisépar  cette  dernière 
longueur  j  et  l'excès  de  Vaxe  de  Véquateur  sur  Vaxe 
du  pôle  divisé  par  ce  dernier  axe,  forment  deux 
fractions  dont  la  somme  est  constante  et  égale  au 
double  de  V aplatissement  que  le  sphéroïde  aurait  dû 
prendre  dans  le  cas  de  Vhom/ogénéité. 

56.  Les  formules  précédentes  donnent  le  moj'en 
d'exprimer,  d'une  manière  très  simple  pour  les  sphé- 
roïdes dont  la  surface  est  supposée  fluide  et  en  équi- 
libre f  la  fonction  d'où  dépendent  les  attractions  du 
sphéroïde  sur  un  point  extérieur.  En  efiFet,  les  for- 
mules (h)  et  {m)  donnent 

ff.d.a'^^\  =  {2i+i)\ff.a^da, 

i  étant  un  nombre  quelconque  différent  de  2. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  celle  de  V  relative 
aux  points  extérieurs  n*  25 ,  qu'on  place  l'origine  des 
coordonnées  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde ,  ce 
qui  donne  Y,  =  o,  et  qu'on  suppose  ¥„  =  o,  on  aura 

V  =  ^[i  +  - .  (^  +  ^  +  elc.)]/ç.a'Az+i  •  £ .  (cos'fi-^). 

Dans  cette  expression,  ^^ffa^da,  l'intégrale  étant 
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prise  depuis  a=:o  jusqu'à  a:spi ,  représente  la  masse  ^ 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est   i   et  que  l'équation 
¥0  =  0    suppose   égale   en   solidité   au  sphéroïde; 
içrffa^da  est  donc  égal  à  la  masse  du  sphérmde. 

La  valeur  précédente  de  V  convient  à  toute  espèce 
de  sphéroïdes.  Si  l'on  considère  le  cas  particulier  où 
le  sphéroïde  est  composé  de  couches  semblables 
dont  la  densité  varie  suivant  une  loi  quelconque  du 
centre  à  la  surface ,  on  aura 

Y.=  — A(cos*ô— f),     ¥3  =  0,     ¥4=3=0,  etc. 
On  a  d'ailleurs  g' =4^^//^"^^;  par  conséquent, 

V=7  +  5-C7-^A).(cos»fl-i). 

Cette  expression  s'applique  naturellement  aux  pla- 
nètes ,  et  en  particulier  à  la  Terre^  dont  la  surface  est 
recouverte  en  très  grande  partie  d'un  fluide  en  équi- 
libre. 

37.  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  exposant  quel- 
ques propriétés  générales  relatives  à  la  figure  des 
corps  célestes ,  qui  dérivent  très  simplement  de  l'ex- 
pression des  rayons  de  leurs  surfaces,  et  qu'il  est 
d'autant  plus  utile  de  connaître,  qu'elles  sont  indé- 
pendantes de  toute  hypothèse  sur  leur  constitution 
intérieure^  Nous  considérerons  ici  le  cas  le  plus  gé- 
néral, celui  où  le  sphéroïde,  toujours  fluide  à  sa 
surface ,  peut  recouvrir  un  noyau  solide  peut  difië- 
rent  de  la  sphère. 

La  première  de  ces  propriétés  dépend  de  la  nature 
du  centre  de  gravité;  elle  consiste  en  ce  que  la  masse 
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fluide  en  équilibre  doit  toujours  se  disposer  de  ma- 
nière que  la  fonction  Y.  disparaisse  de  l'expression 
du  rayon  mené  du  centre  du  sphéroïde  à  la  surface , 
en  sorte  que  le  centre  de  gravité  de  celte  surface 
coïncide  avec  celui  du  sphéroïde. 

En  effets  soient  dM  une  des  molécules  du  sphé- 
roïde^ et  x,jr,z,  ses  trois  coordonnées  rectangu- 
laires; on  aura,  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées 
au  centre  de  gravité , 

fxdML=:o,     fxdM.z=zo,    fzdMssso. 

Nommons  R  le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  du 
sphéroïde  à  Télément  dM,  ô  l'angle  que  forme  ce 
rayon  avec  Taxe  des  x  qui  est  aussi  l'axe  de  rotation, 
et  cù  l'angle  compris  entre  sa  projection  sur  le- plan 
des^,  z  et  l'axe  des  jr.  On  aura 

j:=Rcosfl,    ^  =  Rsin9cosû),     z=Rsin9sin^ 

dM  =  fK^dKà^o)  sin  9. 

Les  trois  équations  qui  résultent  des  propriétés  du 
centre  de  gravité  deviendront  donc 

/pR^JRrf9rfû)sin9=o,  ^ 

//RWRi9rfû)sin»9sin«  =  o,  (  (/) 
//RVR</9iû)sin»flcosa>  =  o.    3 

Supposons  rintégrale  ffR?dR.  prise  relativement 
à  R,  depuis  R  =  o  jusqu'à  la  surface,  et  développée 
dans  une  suite  de  la  forme 

No+N,+N.4-etc., 
dont  chaque  terme  soit  assujetti  à  l'équation  aux  dif- 
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férences  partielles , 

-li^yr- +  n^,-^  + '^' +  ON.  =  o- 

On  aura  généralement^  par  le  théorème  du  n^  i8 ,  i 
étant  différent  de  Tunité , 

/Ni  sin  ô  cos  ^da>  =  o ,     /Nj  sin*  9  sîn  cùd^dcù  =  o , 

/N|sin'  9  cos  cùd^dûû  =  o. 

Les  trois  équations  (/)  deviendront  donc  simple- 
ment ,  en  vertu  des  précédentes , 

/N,  sin  9  cos  Qd^dœ = o ,      /N,  sin*  fl  sin  a>  dBdoi = o , 

/Nj  sin*  9  cos  cù  d^dcû  =  o, 

La  valeur  de  N,  est  de  la  forme 

Ni=H  cos  9  +  H'  sin  fl  sin  â)+H'siu  9  cos  e». 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  les  équations 
données  par  la  propriété  du  centre  de  gravité ,  on 
verra,  que  pour  y  satisfaire,  il  faut  supposer 

H=:o,     H'  =  o,     H'  =s  o , 

et  par  conséquent  N,  =  o.  Or,  cette  condition 
est  la  seule  nécessaire  pour  que  l'origine  des  rayons 
R  de  la  surface  soit  au  centre  de  gravité  du  sphé- 
roïde. 

En  effet,  supposons  le  sphéroïde  un  solide  peu  dif- 
férent de  la  sphère,  recouvert  d'un  fluide  en  équi- 
libre; on  aura,  dans  ce  cas  ,  R=:a(i  +cLjr)  et  par 


♦    ••  :..•;•-:  r. 


'i::       I 
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conséqaent 

la  différentielle  et  Tîntégrale  indiquées  étant  rela- 
tives h  la  variable  a  dont  f  est  ïbnctibn.  On  at^ra 
donc 'dans  ce  cas,  en  mettant  pour  ^  sa  valeur 
Yo+Y.  +  etc, 

Uéquation  (m)  du  n""  34  donne  à  la  surface ,  en  obr 
servant  qu^alors  a  =  i  ^ 


r. 


//.«/.«♦Y.=Y.//.rf.a», 


!:<JM 


la  valeur  de  Y^  se  rapportant  à  la  surface.  On  aura 
donc 

et  puisque  N,=  6 ,  quand  on  suppose  l'origine 
des  rayons  R  aa\ centre  de  gravité,  on  aura,  dani  lôe 
cas ,  Y,  =  o.  Ainsi .  donc  la  fonction  Y, ,  disparais 
tra  d'elle-même  de  l'expression  du  rayon  de  la  sur^ 
face  du  Sphéroïde,  foules  les  fois  qu'on  prendra  le 
centre  de  gravité  pour  origine  des  coordonnées , 
mais  il  n'en  résultera  aKcnne  condition  particulière 
pour  les  fonctions  Y^^   Y3,,etc,. 

Nous  avons  vu,  da^sle  cbapit^eVi  liy,  ;['',q\jiê  poijr 
la  stabilité  du  mouvemeif^d^  cotation  d'un  corps,  u 
faut  que  l'axe  autour  duquel  il  tourne  coïncide  tou- 
jours, à  très  peu  prè^,  aVecTun  .de  ses  axes  princi- 
paux. Si  cette  condition  n'était  pas  remplie  à  1  égard 
des  ebrps  célestc/s,  il  enTesulterait  dans  la  position  àt 
Tome  IL  28 
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leurs  axes  de  rotation  des  variations  sensibles ,  sur- 
tout  pour  la  Terre;  et  comme  les  observations  les 
plus  préctkes  n*èh  font  apercevoir  aucune^  il  en 
faut  cpn<4p^  ÇlHe  les  ixioléçqles  de  ces  corps,  à  1  e- 
.poque  de  Içur.fafpx^îon,^^  sont  dispoj^éçsde  rnanière 
k  rendre  stabjes^leuv^  A3fes  de  rot^doç.  Il  eft  rçsqlte 
une  nouvelle  propriété  relative  à  leujr  figure^  et  qui 
consiste  en  ime  forme  particulière  que  doit  prendre 
dans  ce  cas  la  fonction  Y,  qm"^ntre  dans  Texpres- 
sijon  du  rayon  mené  de  ^origine  djes,  coordonnées  à 
la  surface  du  spiieroide.     ^  . 

Pour  le  faire  voir,  désignbiis'pàr\r,^,  -z  lés  trois 
coordonnées  ^!»^clan^\il^{^  de. -l'élément  rfM  rap- 
portée3  aux  J:rois  axes  principaux  qu^^e  croisant  au 
centre  de  gravite,  du  sphéroïde;  on  aura  ,  par  la 
nature  de  ces  axes. 


>  1  '  • 


•S4  lUfti  sirf»titue  paur'scï:jri  ^a^et  rfftl  leu»s  valeurs 
-pflécëdientes ,  «c^sî'éqtiatidnô  dehriênriént**  -~  . 

î  r     •  î::  ff^^dJ^dAdûù .  sin*  fl  qç^  9:C«S^,^  =*=  9  >  > 

Supposons  rintégraï?^/yR^ûBft*pSise  pkr  rapport  à 
R,  depuis  î'orî^liïé  dè^  cobrrftitittëes  jiis^^ 
feôe,'  é(  'aèv^loppée'êri^àtiîfé^'^1â%itte-'^  '  - 


-;r();  j". .     : 

...       ^■■l::-'<i    i!   ianpiîiJ  'i;U;..(.   ,    ■. 

«   • 

>Cfj^xp<l/f  -^'  lî-,  rfi  I^CV  Ji  '  ; 

'.   .*-w 


h  i^ction  Ui  jét^^,  quel  gp^  soit  i,  a^ujjçUie  ,à 

'     .  "î  '         .       T' 
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réquation  aux  différences  partielles 

r-7-îÂ h  -r— ;.  -7-T-+  H^  +  ljU|=0. 

•  ... 

En  observant  que  les  fonctions  sInO  cos  Scosûi'^ 
sindcbsfismâ)  et  bin^  Q  s\n  2oû  sont  comprises  dans 
la  forme  générale  U,,  on  aura,  par  le-ihéorèfttè 
du  n®  i8,  i  étant  différent  de  2  , 

fVididûû  sin  6  cos  9  cos  ^  =  o , 
/U|^rf«^irt6cos^frsinA>=o,    •  s; 

fCidAdcù  sin*  9   sIn  :2û)  =  o  , 

et  les  trois  équations  données  par  les  propriétés,  ^e^ 
axes  principaux  deviendront  ainsi 

• 

/U,û?9^a)  slu  9  cos  9  cos /^  =  û  p 
/Uftâ?9û?a>siaàcos6  sin  a>  =±oi  *   .   .' 

rV.d^dct)  sin*  9  sîn  'aai  =*  b'.  .    '  ' 

I 

La  fonction  U.  est  de  la  forme   '  J*'^^  •''  '<'         •   jf:  17 

K(co6*-ô^4)r|TK'4n  9  rôç9«in/â,?:^KîfiIiVftwç^^^^^^ 

+  K'^'  sin*  9  sin  2a>  +  K'^  sin*  9  cos  ac». 

SI  Ton  substitue  cette  valeur  dans  les  équations  pré- 
cédentèft>"i5llèsrdAttnçront     "^    ;  ;    ^    ..-  r-r-  JI 

'"   R^  =t  O >     K-  =  d,  *  'Itf  bâj  è!pi'^-nq:'.:  \ » 

Ce  sonf  les  oq^dl^ions  nécèssa^i;e&  ^  sùâfeantes  pour 
que  les  trois^axes  dés  oc,  desy  él  des  z  soient  des 
aices  princrpaox  de:irotatibffr,'etil  ei|:l!éstkUe  rqU^  rU« 

28.. 
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est  de  la  forme 

K  (cos*  6  — i)  +  K"  sin*  0  cos  aa. 

Voyons  ce  que  devient  la  valeur  de  U.  relative- 
ment, à  un.  sphéroïde  très  peu  différent  de  la  sphère 
et  recouvert  d'un  fluide  en  équilibre.  On  a  ^  dans  ce 
cas,  ;R=rtf(i  -^ajr),  et  par  conséquent, 

ffK^dK  =  \ffd.a\i  +  ScLj)  ; 
en  substituant  donc  pour  j^  sa  valeur 

X  4-  Y.  +  Y,  H-  etc. , 

I 

on  aura 

On  a ,  par  Téquation  (h) ,  n®  54 ,  à  la  surface  do 
sphéroïde ,  en  supposant  que  la  seule  force  étrangère 
qui  agit  sur  lui  est  la  force  centrifuge  due  à  son  niou' 
vement  de  rotation^ 


I  t 


On  aura  donc 

I  _•  .  •  I  »  ■  • 


U.=|.Y../f  i.a»+ ^.(cos-e- i). 

L'expression  généraile  de  Y;  est  de  la  fcxrme 

,.A(lçps*fl— DH-*- sin9  cos6sinû)+Fsin  9cos0cosû» 

H-a;  sin*Hsi|iaa>4-n^   sm^Bcosaoï. 

<%  l'on  substitue  cette  valent  dans  l'expression  pré- 


\ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  4S7 

cédente,  qu'on  remplace  de  même  U»  par  sa  valeur 
K(cos'6  — -j)  4-K'^sîn*6  cos  2«,  en  comparant  les 
fonctions  semblables  dans  les  deux,  membres^  on 
aura 

À'=o,     A"  =  o,     Id^^o, 

et  Texpression  de  Y.  sera  de  la  forme 

k  (cos*  fl  —  i)  +  k'"  sin*  9  cos  nca. 

Il  suit  donc  de  la  supposition  que  le  sphéroïde 
tourne  autour  d'un  de  ses  trois  axes  principaux  ^  que 
les  trois  constantes  k\  k',  k'"  qui  entrent  dans  la  va- 
leur de  Yg  sont  nécessairement  nulles  ;  mais  il  n'en 
résulte  aucune  condition  relative  aux  constantes  k 
et  A:'%  qui  restent  indéterminées  ainsi  que  les  fonctions 
Y„  Y4,  etc. 


■I 

•  >  < 


.K 


t  •  f   '     I  • 


'■■       ■\        k-         '•        •*'*■ 


.-■■» 


438  THÉORIE  ANALYTIQUE 
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CHAPITRE  VI. 


Comparaison  de   la    théorie  précédente  aux 

observations. 


r 

58.  Gopsidér9ns.d'abor4  le  sphéroïde  terrestre,  et 
comparons,  relativement  à  la  Terre ,  la  figure  qui 
résulte  de  Jta  théorie  pi'écédente  avec  celle  que  l'on  a 
conclue  des  observations.  Quatre  méthodes  dis- 
tinctes ont  été  appliquées  à  cette  détermination.  La 
première,  toute  directe  et  pour  ainsi  dire  méca- 
nique ,  consiste  à  mesurer  des  arcs  de  méridiens  et  de 
parallèles  sur  divers  points  du  globe  et  à  déterminer, 
en  réunissant  ces  portions  de  la  surface  terrestre ,  la 
figure  la  plus  probable  du  sphéroïde  auquel  elles  ap- 
partiennent. Toutes  les  investigations  de  ce  genre 
qui  ont  été  tentées  jusqu'ici  conduisent  à  un  résul- 
tat incontestable,  c'est  que  la  Terre  a  la  forme  dun 
sphéroïde  aplati  vers  les  pôles  et  renflé  à  son  équa- 
teur ,  comme  l'exigent  les  lois  de  l'Hydrostatique 
Les  mêmes  observations  montrent,  il  est  vrai,  qu'en 
quelques-unes  de  ses  parties  la  Terre  s'éloigne  sen- 
siblement de  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolutiou  ; 
mais  lorsque  l'on  compare  entre  elles  les    valeurs 


I 
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moyennes  de»  degrés  rfiesui'es  à  des  latitudes  Irèi» 
distantes ,  Tinfliience  deà  irrégularités  de  sa  suifàcd 
sur  les  résultats  des  opérations  géodésiques  est  beau- 
coup atténuée^  et  l'on  trouve  alors  qu'elle  diffère 
peu  d'un  sphéroïde  elliptique  dont  l'aplatissement 
serait  de  3-54. 

Le  second  procédé  qu'emploient  les  géomètres  pour 
déterminer  la  figure  de  la  Terre,  résulte  des  varia- 
tions qu'on  observe  dans  l'intensité  de  la  pesanteur 
aux  difierens  points  de  sa  surface ,  et  qu'on  calcule 
arec  beaucoup  de  précision  parle  moyen  du  pendule. 
Si  la  Terre  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
peu  différent  de  la  sphère ,  d'après  la  théorie  déve- 
loppée dans  le  chapitre  précédent,  les  accroissemens 
de  la  longueur  du  pendule  à  secondés  transporté  eu 
divers  lieux  du  globe ,   doivent  être  proportionnels 
au  sinus  du  carré  des  latitudes  ;  il  sera  donc  facile  , 
en  soumettant  les  expériences  à  cette  loi,  de  recon- 
naître si  la  Terre  s'écarte  ou  non  de  la  figure  ellip- 
tique, et  de   déterminer  dans  ce  dernier  cas  son 
aplatissement.    Les  résultats  de  ces  recherches  ont 
montré  que  les  inégalités  du  sphéroïde  terrestre  ont 
beaucoup  moins  d'influence  sur  les  variations  des 
longueurs  du  pendule  que  sur  celles  des  degrés  des 
méridiens,   comme  l'indique   aussi   la  théorie,  qui 
prouve  que  les  termes  qui  écartent  l'expression  des 
degrés  terrestres  de  la  loi    elliptique,  sont  affectés 
de  coefficiens  plus  considérables  que  les  termes  cor- 
respohdans  dans  l'expression  des  longueurs  dû  pen- 
dule.    D  s'ensuit   que   cette    seconde  méthode  est 
beaucoup  plus  propre  que  la  première  à  fournir  sur 
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la  fîgare  de  la  Terre  des  notions  exactes^  et  l!aplatisse- 
ment  qu'elle  donne  s'accorde  d'une  façon  remarquable 
avec  celui  qui  résulte  de  l'observation  desmouvemens 
de  la  Lune. 

Cette  troisième  manière  de  déterminer  la  forme  de 
notre  ^lobe,  moins  directe  que  les  deux  premières, 
est  peut-être  un  des  résultats  les  plus  surprenans 
qu'ait  produits  l'application  de  l'Analyse  à  la  grande 
loi  de  l'attraction  universelle^  et  mérite  d'obtenir 
une  place  importante  dans  l'histoire  des .  progrès  de 
l'esprit  humain.  Elle  consiste  à  reconnaître^ parmi  les 
nombreuses  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune , 
celles  qui  dépendent  de  la  non  sphéricité  de  la 
Terre ,  et ,  en  comparant  leurs  valeurs  données  par 
l'observation  à  celles  qui  résultent  de  la  théorie  dans 
la  supposition  que  la  Terre  est  un  sphéroïde  ellip- 
tique qui  exerce  sur  la  Lune  une  action  modifiée  par 
sa  figure ,  à  déterminer  la  valeur  exacte  de  son  apla- 
tissement. Laplace ,  qui  le  premier  conçut  cette  idée 
ingénieuse ,  a  trouvé ,  d'après  les  observations  de 
Burg^  que  l'excentricité  de  la  Terre  résultant  de  ces 
phénomènes  était  de  -^  ;  et  peut-être  est-ce  la  don- 
née la  plus  exacte  que  nous  ayons  sur  cet  aplatisse- 
ment,  à  cause  des  difficultés  des  autres  observations 
qui  le  déterminent ,  et  de  l'influence  qu'ont  sur  elles 
les  causes  particulières  qui  écartent  trop  souvent  la 
Terre  de  la  figure  elliptique. 

Enfin,  les  phénomènes  de  la  nutation  et  de  la  pré- 
cession des  équinoxes  fournissent  encore  des  ren- 
seignemens  précieux  sur  la  figure  et  sur  la  consti- 
tution du  sphéroïde  terrestre.  Ils  ne  dopnent  pas,  il 
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est  vrai^  la  valeur  absolue  de  son  aplatissement ,  mais 
ils  font  connaître  deux  limites  entre  lesquelles  cette 
fraction  est  comprise ,  et  ces  limites  sont  -^  et  ^. 

39.  Déterminons  d  abord  la  figure  de  la  Terre  qui 
resuite  des  mesures  directes  prises  à  sa  surface.  Si  l'on 
imagine  un  plan  passant  par  Taxe  de  la  Terre  et  par 
le  zénith  d'un  point  donné  de  sa  surface^  ce  plan 
tracera  dans  le  ciel  un*  grand  cercle  qui  sera  le  méri- 
dien du  lieu  f  et  la  courbe  que  ce  plan  intercepte 
sur  la  surface  de  la  Terre  se  nomme  le  méridien 
terrestre^  ou,  par  abréviation,  la  méridienne. 

Lorsqu'en  partant  de  l'équateur,  on  s'avance  sur 
cette  courbe  en  marchant  vers  le  nord,  on  voit  suc- 
cessivement la  hauteur  méridienne  des  étoiles  situées 
au  nord  augmenter,  tandis  que  celle  des  étoiles  si-^ 
tuées  au  midi  éprouve  une  dépression  proportionnée. 
Cette  remarque  très  simple  a  sans  doute  donné  aux 
hommes  la  première  idée  de  la  forme  arrondie  du 
globe.  Si  la  Terre  était  sphérique ,  les  degrés  du  mé- 
ridien, mesurés  à  diverses  latitudes,  seraient  tous 
égaux  entre  eux;  mais  l'observation  a  fait  recon- 
naître des  différences  notables  dans  ces  degrés,  et  elle 
a  montré  qu'ils  allaient  en  croissant  à  mesure  qu'on 
s'éloigne  de  l'équateur;  d'où  Ton  a  conclu  que  la 
Terre  est  un  sphéroïde  aplati  vers  les  pôles.  En  effet, 
concevons  pour  fixer  les  idées  que  la  Terre  est  un 
ellipsoïde  de'  révolution  :  on  peut  supposer  qu  un 
arc  très  petit  du  méridien  se  confond  sensiblement 
avec  le  cercle  osculateur  déterminé  par  l'intersection 
des  deux  normales  menées  à  ses  extrémités,  et  lare 
de  cercle  compris  entre  ces  normales  sera  d'autant 
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plus  grand  que  son  rayon  sera  plus  considérable.  Or, 
aux  pôles  ou  à  rextrémité  du  petit  axe,  l'ellipse 
pendant  un  court  intervalle  forme,  à  très  peu  près, 
une  ligne  droite ,  les  deux  normales  qui  déterminent 
le  rayon  du  cercle  osculateur  sont  presque  parallèles; 
ce  rayon,  et  par  conséquent  le  degré  du  méridien  , 
sont  alors  plus  grands  que  sur  tout  autre  point.  La 
courbure  des  arcs  elliptiques  a'ugmentant  ensuite  de 
plus  en  plus,  les  rayons  osculateurs  vont  en  diminuant 
sans  cesse  du  pôle  a  l'équateur;  par  conséquent  les 
degrés  doivent  aller  en  croissant,  à  mesure  qu'on 
avance  de  ce  second  point  vers  le  premier. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  d^e^/poser  ici  les  pro- 
cédés géodésiques  qui  servent  à  déterminer  les  arcs 
du  méridien  terœstre;  on  trouvera  sur  cet  objet  des 
détails  circonstanciés  dans  l'ouvrage  de  Delanibre,  oii 
cet  astronome  décrit  les  opérations  qu'il  a  lui-même 
exécutées  avec  Méchain,  pour  la  détermination  de 
lare  du  méridien  compris  entre  Dunkerque  et  Bar- 
celone. Nous  donneix)ns  simplement  les.  résultats  des 
travaux  qui  ont  été  entrepris  à  diverses  époques  pour 
la  mesure  des  degrés'  de  la  méridienne ,  et  nous  indi- 
querons la  méthode  que  Ton  doit  suivi^e  pour  en  con- 
clure quelle  est  la  figure  la  plus  probable  que  ces 
mesures  assignent  à  la  Terre.  On  conçoit  en  effet  que, 
comme  il  est  impossible  de  déterminer  dans  toute  son 
étendue  le  méridien  terrestre ,  il  faudra  commencer 
par  faire  une  hypothèse  quelconque  sui"*  la  nature  de 
cette  courbe  et  sur  la  figure  générale  du  globe.  On 
déterminera  ensuite  les  arbitraires  de  ces  suppositions 
au  moyen  des  données   fournies  par  les  opérations 
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gëodësîques ,  et  Ton  examinera  enfin  si  la  figure  qui 
en  résulte  pour  le  sphéroïde  terrestre  peut  concor- 
der avec  celle  que  Ton  conclut  des  autres  phénomènes 
observés. 

Supposons^  en  premier  lieu,  le  sphéroïde  el- 
liptique et  de  révolution.  C'est  l'hypothèse  la  plus 
simple  que  Ton  puisse  faire  sur  la  figure  de  la  Terre  ^ 
puisqu'on  sait  d'avance  que  l'hypothèse  d'une  figure 
sphérique  ne  saurait  lui  convenir;  d'ailleurs ,  c'est 
celle  qui  résulte  directement  des  lois  de  l'Hydrosta- 
tique ,  si  l'on  suppose  que  la  Terre  était  originaire- 
ment fluide  et  homogène ,  et  ^qu'elle  a  conservé,  en 
se  durcissant,  sa  figure  primitive.  Proposons-nous 
donc  de  déterminer,  parmi  toutes  les  figures  ellip- 
tiques qu'on  peut  donner  au  méridien  terrestre , 
.celle  qui  s'accorde  le  mieux  avec  les  degrés  mesurés. 

Soient  c?, ,  c. ,  c?3,  etc. ,  les  longueurs  de  ces  degrés, 
L|,  L^yLs,  etc.,  les  latitudes  correspondantes  au 
milieu  de  chacun  d'eux.  Puisque  nous  supposons  que 
la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  qui  s'écarte 
peu  de  la  figure  de  la  sphère ,  la  variation  des  degrés 
a  sa  surface  sera  proportionnelle  au  carré  du  sinus  de 
la  latitude;  on  aura  donc  généralement 

c  z=:  a^b  .  sin^hy  [a) 

a  ei  b  étant  deux  constantes  dont  la  première  re- 
présente la  grandeur  du  degré  à  l'équateur  et  l'autre 
dépend  de  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre. 

En  substituant  respectivement  c,,  c^,  c^,  etc., 
L,y  Là>  L3,  etc.,  à  la  place  de  c  et  L  dans  1  équation 
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précédente^  on  aura  autant  d'équations  qu'il  y  a  eu 
de  degrés  mesurés.  SI  la  Terre  était  rigoureusement 
elliptique,  et  si  les  observations  étaient  parfaite- 
ment exactes,  toutes  ces  équations,  de  quelque  ma- 
nière qu'on  les  combinât  entre  elles,  donneraient  à 
très  peu  près  pour  a  et  &  les  mêmes  valeurs;  mais 
cela  n'a  pas  lieu  généralement ,  et  les  degrés  mesu- 
rés à  diverses  latitudes  ont  donné  pour  la  figure 
des  méridiens  des  ellipses  très  différentes.  Il  s'agit 
donc  de  combiner  le  système  des  équations  précé- 
dentes, de  manière  à  en  tirer  les  valeurs  des  inconnues 
a  et  b  qui ,  substituées  dans  la  formule  (a) ,  repré- 
sentent ,  avec  le  plus  de  précision  possible ,  les  me- 
sures observées.  Voici,  pour  y  parvenir,  une  mé- 
thode très  simple  et  qui  peut  être  utile  dans  une 
infinité  de  cas  semblables,  par  exemple,  lorsqu'étant 
donné  un  nombre  quelconque  d'observations  d'une 
comète,  il  s'agit  de  déterminer  parmi  toutes  les 
courbes  paraboliques  qui  peuvent  représenter  sa 
marche,  celle  qui  satisfait  plus  exactement  que  toutes 
les  autres  à  leur  ensemble. 

Comme  il  est  impossible,  quelque  valeur  qu'on 
suppose  aux  constantes  a  et  b,  de  satisfaire  à  la  fois 
à  toutes  les  équations  qu'on  peut  former  par  la  subs^ 
titution  des  quantités  C| ,  c,*  etc. ,  Lg,  L.,  etc. ,  à  la 
place  de  ç  et  L  dans  lequation  (à) ,  on  suppose  que 
les  différences  des  résultats  sont  dues  aux  erreurs  dont 
les  observations  sont  susceptibles.  La  question  revient 
alors  à  trouver  le  système  de  ces  erreurs ,  qu'on  peut 
distribuer  arbitrairement  sur  l'ensemble  des  observa- 
tions, dans  lequel  la  plus  grande  erreur  est  moindre. 
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abstraction  faite  du  signe ,  que  dans  tout  autre  sys-* 
tème ,  et  à  déterminer  a  et  b  par  cette  condition . 
Cest  à  quoi  on  parvient  très  facilement  par  la  mé- 
thode des  moindres  carrés ,  imaginée  par  M.  Le- 
gendre^  et  que  Laplace  a  en  effet  reconnue  comme  la 
plus  exacte  et  la  plus  simple  que  l'on  puisse  employer 
dans  toutes  les  questions  de  ce  genre*  Ce  procédé 
consiste  à  rendre  la  somme  des  carrés  des  erreurs 
un  mirUmum  par  rapport  à  chacune  des  inconnues 
du  problème.  On  forme,  en  exprimant  analy  tiquement 
cette  condition,  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'incon- 
nues à  déterminer ,  et  il  ne  reste  plus  pour  les  obte- 
nir qu'à  résoudre  ces  équations  par  les  méthodes 
ordinaires. 

Soient  donc  e, ,  e.,  ^3,  etc. ,  les  erreurs  des  degrés 
mesurés    <?,,    c»;    etc.,   en  substituant    c^  -|-  tf,, 
c^  -4*  ^%f  ^tc* ,  à  la  place  de  c, ,  c. ,  etc. ,  dans  la  for- 
-  mule  (a),  on  formera  les  équations  suivantes  : 

c,  —  a  —  è.sin*  L,  =  e,, 
c.  -—  a  —  i.sin*  L.  =  e., 
C3  —  a  — -  A.sln* L3  =  ^3,  \     (b) 


c,  —  a  — -  i  .sln^  L»  =  e, 


m9 


n  étant  le  nombre  des  degrés  mesurés. 

Il  faut  exprimer  maintenant  que  la  somme  des 
caîrés  des  erreurs  e\^e\'^ etc.  est  un  mijumian 
par  rapport  à  chaque  inconnue  aetb,  ce  qui  revient 
évidemment  à  multiplier  tous  les  termes  de  chacune 
des  équations  précédentes  par  le  coefficient  dé  cette 
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inconnue ,  prise  avec  son  signe ,  et  à  égaler  à  zéro 
la  somme  de  ces  produits.  Ainsi ^  tous  les  coeffi- 
ciensde  a  étant  l'unité  dans  les  équations  précédentes, 
pour  obtenir  Téquation  du  minimum  par  rapport  à  a^ 
il  suffira  de  les  ajouter  entre  elles;  pour  former  la 
même  équation  relative  à  ^ ,  on  multipliera  la  pre- 
mière par  sin*  L^,  la  seconde  par  sin*  L. ,  la  troi- 
sième par  sin'Ls,  etc.  On  ajoutera  ensuite  entre  elles 
les  équations  résultantes,  et  en  égalant  à  zéro  les  deux 
sommes  précédentes,  on  aura  les  équations  chercbées. 
On  trouvera,  de  cette  manière,  les  deux  équations 
suivantes  : 


an 


-}-A.2.sin'L,  —  i;c,  =0,  1 
« .  2 .  sin'  L,  -|-  ^  •  2 .  sin+  L,  —  2 .  c,  sin*  L^  =  o,    j  ^^^ 

la  caractéristique  2  désignant  généralement  la 
somme  de  toutes  les  quantités  semblables  qu'on  peut 
former  en  considérant  lensemble  des  observations 
données. 

Les  deux  équations  (c)  suffiront  pour  déter- 
miner a  et  A,  et  en  subs^tituant  ensuite  leurs  va- 
leurs dans  les  équations  (i),  on  aura  les  erreurs 
^i>  ^%y  ^39  etc. ,  qui  conviennent  au  système  où  les 
erreurs  extrêmes  sont  renfermées  daiis  les  plus  étroites 
limites  possibles ,  et  l'on  verra  si  ces  erreurs  sont 
telles,  qu'on  les  puisse  attribuer  .aux'incQrrèctia.o^  de 
l'observation.  Mais  sî:  parmi  ^lles  il  s'en  tik)il4rait 
quelqu'une  trop  coDsidérable-  pour  qu'il  soit  pos^îMe 
de  l'admettre,  on  rejetterait  leB  degrés,  mesurés  :q.uî 
ont  donné  cette  erreur  comme  provenaint  d'opéraftions 
défectueuses,  et  Ton  déterminerait  les  constante^  a 
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et  b  au  moyen  des  équations  restantes ,  qui  donne- 
raient alors  des  résultats  beaucoup  plus  d'accord  avec 
les  observations. 

Comme  les  considérations  qui  précèdent  sont  fon- 
dées sur  la  supposition  que  les  degrés  croissent  propor- 
tionnellement au  carré  de  la  latitude ,  et  que  la  même 
loi  ,  dans  Thypothèse  de  la  figure  elliptique  delà 
Terre,  convient  également  à  la  variation  de  la  lon- 
gueur du  pendule ,  il  est  clair  qut;  la  méthode  que 
nous  venons  d'exposer  peut  s  appliquer  identique- 
ment aux  mesures  du  pendule  à  secondes  observées  à 
diverses  latitudes,  et  donne  le  moyen  d«n  déduire 
avec  le  plus  grand  degré  de  probabilité  possible  Ta- 
platissement  de  la  Terre. 

40.  La  méthode  précédente  est  la  plus  simple  que 
l'on  puisse  employer  pour  reconnaître  si  la  figure  du 
sphéroïde  terrestre,  conclue  des  mesures  géodésiques 
prises  à  sa  surface  et  de  l'observation  du  pendule , 
s'accorde  avec  celle  qui  résulte  des  autres  phéno- 
mènes; mais  elle  suppose  que  les  degrés  du  méri- 
dien que  l'on  compare  entre  eux  ont  été  conclus 
d'arcs  différens  ,  mesurés  dans  des  régions|  éloignées 
du  globe.  S  il  s'agissait  simplerhéflt  de  déduire  de 
l'un  de  cçs  arcs,  mesuré  avec  beaucoup  de  soin,  comme 
Ta  été  l'arc  compris  entre  jDunkerquè  et  Barcelone  ^ 
Taplatissenien t  de  la  Terre,  voici  la  mélhode  que 
Ton  livrait  dans  ce  cas. 

Nous  avons  vu,  n**  54,  que  si  Ton  suppose  que 
la  Terre,  originairement  fluide,  a  conservé  en  se 
refroidissant  la  figure  qu'elle  avait  prise  à  l'élat 
dequjlibre,  le  rayon  de  sa  surface  pouvjait.çtre -ex- 
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primé  par  la  formule  sâiyante  :  !di 

es 
r  =  â(i  —  ah cos^  6) , 

a  représentaot  le  demi-axe  de  Féquateur,  0  l'angle 
que  forme  le  rayon  r  avec  l'axe  des  pôles ,  et  ah  l'a- 
platissement de  la  Terre,  que  nous  regardons  comme 
une  très  petite  quantité  dont  on  peut  négliger  le 
carré  et  les  puissances  supérieures. 

Nommons  s  l'arc  du  méridien  terrestre  compris 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  a  et  r;  on  aura  géné- 
ralement ^  =  —  \/i^d^^  4-  dr^  9  l'û^c  s  étant  sup- 
posé croître  de  l'équateur  aux  pôles.  La  valeur  pré- 
cédente de  r  donne ,  en  la  différenciant , 

drz=:  naah  sin  6  cos  0^. 
On  aura  donc  ^  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre 


0 


d!s  =  —  nj?9  =  —  ad^.  (i  — aah  cos*  9)  , 
d'où^  en  intégrant,  on  tire 

s  =  const.  —  fl9 . (i  —  ~ ah)  -f- ^ . aah  sin  28. 

Introduisons  dans  cette  formule ,  au  lieu  de  Tangle 
6,  la  latitude  L  correspondante  à  l'extrémité  de  Tare  ^. 
Quelle  que  soit  la  nature  du  méridien  terrestre,  il  est 
aisé  de  voir  qu'on  aura 

tang[e-C90--t)]  =  â, 
d*où  l'on  tire,  en  observant  que  rfr  est  du  premier 
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ordra  par  rapport  à  a,  et  que 'noasiiégligeans  le 
carré  de  cette  quantité ,  >  ;      > 

OU  bien  en  substituant  pour  r  et  ^  kurs  valeurs  , 

L  =  90®  —  6  H-  fltA  sin  20  ; 
on  aura  donc  réciproquement' 

fl  =  00®  — •  L  +  aA  sin  ajj. 

Cette  valeur  substituée  dans  rexpressîonde^'-ddnaeni^ 
aux  quantités  près  de  Fordre  «* , 

Nous  n'ajoutons  poijnt  de,  constante  au  second meniTr 
bre ,  parce  que  nous  supposons  1  arc  s  compté  de 
réquâteur ,  ce  qui  donne  5  =  o  en  même  temps  que 

Désignons  par  S  le  quart  du  méridien  terrestre;  cil 
faisant  dans  réquatîùh  J>récédçnte 


ion  adra 


K  9  % 


f  <     < 


et  par  conséquent^  .. 

5  =  f-.(L  —  îfltÂ  sin  3II).  ' 

•  1  ■     ;  •  II**  •■  '  I..'  . 

En  désignant  par  TJ  la  '  latitude  côrrespoûdaiiW  & 

Tome  IL  2g     . 
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Ftetréopiité.  d'uoi  antre  arc  du  méridien  s',  on  aurait 
de  même 

s'  =  ^.(L^—  |«Asm  aL'). 

L'arc  compris:  entre;  Iça.  dçux.  parallèles  corr^espon^ 
dans  aux  latitudes  L  et  L'  sera  donc 

t        *  • 

Cette  équation  établît  la  relation  qui  doit  exister 
entre:  la  lonj^neur  d'un 'ave  quelconque  du  méridien 
et  les  latitudes  de  se;s  poiiits-  >èKtrémes/  Soit  s  bi  lott«« 
gueur  du  degré  mo^en  du,  méridien  terrestre ,  ou 
la  longueur  du' degré  sous  le  parallèle  de  45',  on 

atiràt  f*  ==:  s ,  tel  réquati6ti* précédente ,  en.jrsubstî- 

tus^nt  cette  valeur^  donnera  i.i;nmédiatement  lajon- 
guéur  du  degré ,  quand  l'aplatissement  cth  du  sphé« 
rQÏde.terrçstrç  sera  déterpainé.. 

Maintenant 9  soient  h^y  L^^  La;,  etc.,  les  latitudes 
respectives  des  extrémités  des  ^rcs  du  méridien  s^ , 
^•9  ^st  comptés  de  l'équateucf^t  substituant  suc- 
cessiyement  ces  quantités  à  la  place  de  L  fE)(:49^^ 
dans  l'équation  précédente  >  on  formera  un  sys- 
tème d'équations  semblables  qui  serviront  à  déter- 
miner l'ellipse  qu'indiquent  avec  le  plus  de  tfaî- 
semblance  ,  pour  Iç  méridien  teiTcstre ,  les  arcs 
mesurés.  Pour  cela ,  on  appliquera  à  ces  équations 
Ja  ^pïétj^ode  du  n*    5^;  .  on  désigner^  par  c^^   c^ 
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^jf.etc.y  les  arcs  mcisurés  du  .m^ndîep,.  jà..pafjdr 
lu  parallèle  qui  correspond  a  la.  latitude  L|,  en 
M>rte  quW  aura  Çt==^Si — j,,  .  ç.=f^, — f^^iÇ^^ij 
3n noixiipera, <;omnie pi^cédemmçat^ ^i,  L^, Luelç., 
les  latitudes,^! l'on ^^ésiglle^a.p^^e^,.e.,  ^i  les  çjfj^ 
f^drs  dont  ^e^;laUtudes  çoat affectées  ^  etqu'oa  pçuf 
attribuer^  spit'aux  observations  astronomiques  d'où 
elles  sont  déduites,  spit  aux  noesuresgéodësîques  ji^^t 
les  inexactitudes  influent  sur  les  latitudes  des^  pa^r 
rallèles  qu'on  suppose  séparés  par  les  inter.V|f}les 
^w  !^â>  e^c*  Les  erreurs  e^^  fi^^  ^a^etq*:!  étant.4?.t{]^ 
petites  <{Uatitités^  .on^  pourra  d'ailleurs  négljgçir  U3 
termes  où  «elles  se  trouveraient  multipliées  par  ff  joâ 
ayii^^.iâns^  les  ,^us(tipns  sriiywte&  :.      • 


>..  /  •  ' 


•    1  ^  •         m 


La -1- L,  ^  ;;«A4n(^3 --.L,) .  cosJ[Iu,^  +  L,  ),-n 

2  s 

*       «  •  .  I  f  f 

3  ^  C'a 

L«  —  L, «Asîn(L«  -*L,)  .cos(L„  +  L,) ?  =  ^,  — c„. 

2  -  8  — -A    J 


I    .    .    .  . 

4 


Dans.c^s  qquatibhs,  les  latitudes  L  et  L' sont  suppo* 
sces  exprimées  etidegtés  ;  il  faudra  donc  exprimer  d|^ 
soêma  la  quantité  oà^  coipii  revient  àjaultipUçjCJ?^ 

ïesTr-^icpefl^ciienâ;  dpWt  ^lle  est  affecté^       ;  ;•': 

•€oiiimé  il  est  imp^^ 
e^  y  e^  p  etc. ,  indépéndjâmment  Tune  dé  ï*autre',"  Ofli 
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'|x>tirra  considei^  e,  comme  une  nouvelle  inconnue 
donnée  par  Féqnation  e^  —  e,  z=:  o;  en  joignant  cette 
éqaation  à  celles  qni  précèdent,  on  aura  autant  d'é* 
quations  qu'il  y  a  eu  d'arcs  mesurés  c^^  c^,  etc.  On 
déterminera  ensuite ,  par  la  méthode  des  moindres 
éarrés,  l'hypothèse  elliptique  dans  laquelle  la  pins 
grande  erreur  est  un  minimum  y  et  l'on  reconnaîtra 
si  elle  est  comprise  dans  les  limites  de  celles  dont  les 
observations  sont  susceptibles. 
'■  Les  mêmes  considérations  conviennent,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  n*  3g ,  aux  observations  de  la  lon- 
gueur du  pendule  à  secondes ,  mesurée  à  différentes 
latitudes. 

41  •  Appliquons  d'abord  les  méthodes  précédentes 
aux  principaux  résultats  qu'ont  produits  les  grandes 
opérations  entreprises  en  diverses  contrées,  pour  ob- 
tenir la  mesure  exacte  des  degrés  des  méridiens  terres- 
tres. Parmi  ces  degrés  >  choisissons  les  cinq  suivans^ 
qui  sont  évalués  en  parties  de  la  double  toise  qui  a 
.  servi  à  mesurer  l'arc  compris  entre  Dunlcerqué  et 
;  Barcelone  et  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  module* 


Obtervateure. 


Boosner  (aa  Pérou) ;; . 

La  Caille  (au  cap  de  Bonnè-Eitpcrance) . . . 

Boscovich  (Italie^ ....>. 

(Délaiiibre  et  Mechain  (France). .« 

CUirantyMaaperiuis,  etc.  (Laponie).. . 


ï 


I  Latitudes 
Lonfçuears  correapond. 


ftcs 
degrés. 


mod' 


28376,5 

38489,5 
28703,5 


«umifieu 

de  chaque 

degré. 


DO  o'  o 
33.i8.3o 

3.   V.  o 

46.11.58 

.30.  o 


Arc  total 
meaorë 

t  d'où 
le  degre 

,  hélé 
cducla. 
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'On^oit,  par  ce  tableau  ^  qae  ^  quelle  qUesoit  la 
figure  de  la  Terre  ^  foutes  les  observations  s'accor- 
dent  k  Montrer  que  les  degrés  du  méridien  vont  en 
lugmentant  de  Téquateur  aux  pôles ,  ce  qui  indique, 
1®  S9  f  une  diminution  correspondante  dans  les  rayons 
la  sphéroïde  terrestre ,  et  par  conséquent  un  apla- 
dasement  dans  le  sens  des  pôles. 

Au  moyen  de  ces  valeurs ,  les  équations  (^)  du 
a*  39,  deviennent 

2S5j6'^',5  —  a  —  3.0,00000  =  e,  J 
!285i8  ,5  —  a  —  *.o,5oi56  =  ^^  f 
28489  ,5  —  a  —  6.0,46541  =  ^3  )(e) 
28509  ,a  —  a  —  6.0,52095  =s  e^ 
28702      ,5  —  a  —  6.0,83887  =  ^5, 

et  Ton  en  déduit  pour  les  équations  qui  résultent  de 
U  condition  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  soit 
un  minimum» 

a  +  6.0,42535  —  28519"*^   =0, 
a  +  6.o,6o3o8  —  28582""*   =0, 


d'où  Ton  tire 


28368-^  ,      6  =  354"^  ,47. 


On  aura  donc  généralement  pour  l'expression  du  de- 
gré du  méridien  terrestre  correspondant  à  la  lati- 
tude L, 

c  =  aSSôS-**-  4-  354"**, 47  sin'L.        ■ 
Nous  avons  vuv  n''''54  >-  que  raccroissemeytiïles 
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degrés  dû  méridien  ^UipttqpEte  <de  féqnate^r  au  p61e ,  j  r 
est  k  ttès  p^ù  {>rès  égal  à  Zœhè  sin*  L ,  ah  étaat  Fex-  il 
•ceritrrcité  de  ÏNàllipse ^  et  c  le 'degré  de  l'^nafenr:  c 
la  formule  préoédêfite  donne  donc^  à  tpàs  peu  près,  I 
'sio  pour  Taplatissemeçt  du  sphéroïde  terrestre. 

En  àdoptàtit  poui"  lis(  Herte  la  figure  elliptiqoe 
que  ces  résultats   lui  supposent  ;  on  troùTe  que  la 
•j^lus  grande  des  emeurs  qui  ont  dit  être- commises 
dans  la  mesure  des  degrés  du   méridien  terrestire, 
et  qui  porte  sur  le  degré  du  cap  de  Bonne-Espé- 
rance ,    mesuré  par  La  Cailjle ,  est  de  45"°^'  ,6.  Celte 
erreur  a  paru  d'abord  trop  considérable  pour  pou- 
voir être  admise ,  et  l'on  a  conclu  que  les  degrés  du 
méridien  variant  suivant  une  loi  très  différente  du 
car^é  du  sinus  de  la  latitude,  et  que  par  conséquent 
rie  sphéroïde  terrestre  s'écarte   sensiblement  de.ia 
'figure,  elliptique. 

Cependant,  comme  l'ellipsoïde  est,  après  la  sphère, 
la  figure  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  que  l'on 
puisse  adopter  poiii*  la  Terre^'ét  qu'elle  est  indiquée 
d'ailleurs  par  toutes  les  lois  de  lllydi'ostatique ,  on 
aurait  dû,  avant  de  la  rejeter  entièreipent,  attendre 
que  le  temps  eût  permis  de  véi^ifîer  les  mesures  des 
degrés  qui  semblaient  s'en  écarter  davantage ,  d'au« 
tant  que  les  opérations  de  ce  genre,  exigeant  une 
ëxtt*êmie  délicatesse ,  sont  -plus  qu'aucune  autre  sus- 
ceptibles d'ineiàctîtudëfe.  L'expérience  a  pleinement 
confirmé  ces  observations,  et  la  mesure  du  degré  de 
Laponie,  exécutée  de- nouveau  etavçc  beaucoup  de 
soin  par  des  astronomes  suédois ,  pendant  les  années 
i8ôt,  i8oa  et  i8o5,  a  feit  reoontiâlîtw  qù'uiiè  er- 
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reiir  beaucoup  plus  grave  que  celle  cp'indiquait 
l'analyse  précédente  s'était  glissée  dans  la  mesure 
du  même  degré ,  exécutée  en  1 756  par  Çlairaut , 
Maupertuis^  Lemoniiier,  Camus,  O^thier  et  Celsiuâ. 

La  grandeur  da  degré  sous  le  cct*cle  polaire  s'est 
trouvée  y  d'après  ces  nouvelles  opérations,  de  iiS****** 
pkts  petite  que  celle  qu'on  lui  avait  d'abord  assignée, 
ce  qui  le  réduit  à  a8587"^',5.  Cette  correction  est 
d^adtant  plus  précieuse ,  que  la  nduvelle  mesure 
donné ,  pour  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre  , 
une  valeur  qui  s'accorde  beaucoup  mieux  avec  Ta- 
platîsisement  qui  résulte  des  observations  du  pen- 
dule et  des  autres  pbénômènesf,  que  celle  que  la 
première  indiquait,  et  qui  coïncide  isiitièrèmettt  avec 
la  Tiàleur  de  cet  aplatissement  qu'on  a  déduit  de  la 
comparaison  du  nouveau  degré  mesuré  en  France  À 
ûAxA  de  réqùateur  mesuré  par  Booguer. 

En  effet ,  si  l'on  introduit  la  correction  précédente 
datais  les  équations  {é) ,  on  trouvera ,  pour  les  deux 
ikpiations  du  minimum j 

di-f-i. 0,4^555  —  284g6==:o, 
<i4-*.o,6oSb8— !i854i  =:  o. 


d'oà  l'on  tire 


1. 


y 


a  =5:  .;i8388''*'  ^      i  =  p54— 'vSiS ,. 


•  - 1 


ce  qw  doane  §3^^  poyr   l'aplatidsçiiient,  de    la 

TëM.  On  trouve,  ôMtame  on  le  ' verra  j)ltis  ^wisf /^ 
conQfparânrt  lès  Iton^uittrii  dirpèfndiâè^'i  mfférënles 


1 
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latitudes,  ^  pour  la  valeur  de  cet  aplatissement :1a 

mesure  des  degrés  et  Tobseryatioa  des  yariatîôus  de 
Finteusitéde  la  pesanteur  à  la  surface  du  globe  » 
donnent  ainsi  à  la  Terre  à  très  peu  près  la  même  figure 
elliptique. 

42»  U  est  donc  presque  démontré  qu'une  inexacti- 
tude grave  s'était  introduite  dans  la  mesure  du  degré 
de  Laponie;  et;  cela  est  d'autai^t  plus  vraisemblable, 

que  cette  erreur  de  23o  toises  ne  porte  pas  entière- 
ment sur  les  mesure^  géodésiques ,  ce  qui  paraîtrait 
en  effet  inadmissible.  U  suffit  pour  l'expliquer  de 
supposer  une  erreur  de  quelques  secondes  dans  les 
latitudes  des  points  extrêmes  de  l'arc  mesuré  par.ks 
.académiciens  français,  et  la  difi^lté  des  observations 
qui  servent  à  les  déterminer  rend  cette  suppositjpp 
très  plausible*  Sans  doute  9  des  erreurs  du  même  genrie 
ont  pu  se  glisser  dans,  la  détermination  d'autres  de- 
grés mesurés  du  niéridien  terrestre.  On  doit  dçnc 
être  extrêmement  circonspect  sur  les  conclusions 
qu'on  en  tire  j  et  c'est  par  cette  raison  que ,  parmi 
le  grand  nombre  de  ces  mesures  que  nous  possédons, 
nous  avons  choisi  celles  qvd ,  par  les  soins  qu'on  a 
mis  à  leur  exécution  et  par  la  réputation  des  obser- 
vateurs, nous  ont  semblé  devoir  inspirer  le  plus  de 
confiance.  La  méthode  de  combinaison  appliquée 
aux  équations  (a)  est  aussi  très  propre  à  diminuer 
l'influence  de  ces  erreurs  sur  les  résultats;  on  doit 
-observer  en  général  que ,  comme  Jes  arbitraire  qui 
entrent  dans  J  équation  (6)  uç  sont  .qu'au  ^nqnpbre 
de  deux,;  il  suffira  de  dçux  deg^  masui^à  la  surffice 
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de  la  Terre,  poar  Êiire  connaître  son  apIatUsement 
et  la  longaeur  absolue  du  degré  sous  1  equateur.  Si 
la  Terre  était  un  sphéroïde  exactement  elliptique , 
on  obtiendrait  donc,  a  très  peu  près,  les  mêmes 
valeurs  des  constantes  a  et  b ,  en  comparant  deux  à 
deux  tous  les  degrés  mesurés  jusqu'à  présent;  mais 
cette  comparaison  produit  au  contraire  des  diffé- 
rences qu'il  est  difficile  d'attribuer  aux  seules  erreurs 
des  observations  ;  on  en  doit  conclure  que  la  figure 
de  la  Terre  est  très  irrégulière  et  beaucoup  plus 
compliquée  que  nous  ne  l'ayons  supposé.  On  conçoit, 
en  effet,  qu  en  admettant  même  que  la  figure  de  la 
Terre  est  celle  qui  résulte  des  lois  de  l'Hydrostatique , 
mille  circonstances  ont  pu  modifier  ces  lois  de  mar 
nière  à  l'écarter  sensiblement  de  l'ellipsoïde.  Les  de-^ 
grés  mesurés  à  sa  surface  indiquent  d'une  manière 
manifeste  ces  écarts  ;  ils  donnent  même  lieu  de  peur- 
ser  que  les  deux  hémisphères  ne  sont  pas  semblables 
de  chaque  côté  de  l'équateur.  Ainsi  la  longueur, du 
degré  mesuré  par  La  Caille  au  cap  de  Bonne-Espé- 
rance ,  surpasse  celle  des  degrés  mesurés  à  une  égale 
latitude  et  même  à  des  latitudes  plus  grandes  dans 
l'hémisphère  boréal  de  la  Terre.  Le  moyen  le  plus 
propre  de  diminuer  l'influence  de  ces  différencesi, 
ainsi  que  celle  des  erreurs  dont  les  observations  sont 
susceptibles,  est  donc  de  combiner  entre  elles  un 
grand  nombre  d'observations ,  comme  nous  l'avons 
fait  n^4i  f  ^"  ^^  moins  de  comparer  des  degrés  me- 
surés à  des  latitudes  assez  distantes  pour  que  les  ré- 
sultats soient  indépendans  des  effets  qui  tiennent  aux 
irrégularités  de  la  Teri'e  et  à  des  circonstances  pure- 
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ment  locales.  Cesl  ainsi  qu'^n  comparant  au  degré 
:  du  Pérou  le  degré  de  France  qui  a  été  conclu  dun    r* 
arc  plus  grand  qu  aucun  de  ceux  qui  avaient  été 
mesurés  jusqu'ici ,  et  qui,  par  les  soins  et  les  in- 


niières  de  ceux  qui  l'ont  déterminé,  présente  pende 
chances  d'inexactitude ,  on  a  trouvé  pour  l'aplatisse- 
-mêiit  de  la  Terre  -^ ,  valeur  qui  s'accorde  exa^te- 
:ment  avec  celle  que  donne  le  nouveau  degré  de  La*- 
ponie  comparé  aux  autres  degrés  dont  les  mesures 
'sont  rapportées  dans  le  tableau  du  n?  4^  *  ^  résultat 
râ  servi  à  établir  la  base  de  notre  système  de  mesures. 
Le  quart  du  méridien  terrestre  conclu  de  Tarcme- 
snvé  entre  Dunlerque  et  Montjoui  est ,  d'après  cet 
aplatissement,  de  25655jcr^' ,  et  le  mètre,  qui  en  est 
4adixHaaillionième  partie,  est  ainsi  égal  à  o"^,  2565370 
OU' à  o^5i3o74>  Id  toise  étant  celle  qui  a  servi  à  U 
mesure  du  degré  du  Pérou.  Ce  simple  avertissement 
siiffîrait  pour  qu'on  pût  retrouver  en  tout  temps 
Fnnité  fondamentale  de  nos  mesures ,  si  son  étalon 
venait  k  se  perdre  ou  à  s'altérer  dans  la  suite,  à  moins 
cependant  qu'il  n^arrivât  quelque  grand  changement 
^ans  la  'Constitution  physique  du  globe.  C'est  sans 
'doute  par  cette  raison  qu'on  a  choisi  la  grandeur  de 
Ja  Terre  pour  la  base  de  iiotne  systone  métrique ,  de 
ppéférence  aux  autres  élémenspi^oposés  pour  cet  ob-* 
Jet*  Ainsi>  par  exemple,  la  longueur  du  pendule  qlfeiVMi 
vient  récemment  d'employer  en  Angleterre  à  l'éta- 
Missempent  d'un:  nouveau  svstème  de  mesures ,  ti'ofire 
-point,  à  beaaeoup'pFès>-leinéinecai'4ctèr&<le  fixité. 
•En  «ffet,  l'intensité  de  la  «pesanteur^  :  et  par  consé- 
t^ent'lalongwd'iicdu  p^ndtale,: «et  sujette >  nétitseu - 


\ 
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lémenl  comme  les  -arcs'  mesurés  du  méridien  ^  a  des' 
variations  qui  dépendent  de  la  figure  de  la  Terre  et 
des  irrégularités  de  sa  surface ,  elle  en  éprouve  en- 
core de  particulières  qui  tiennent  à  la  non  homo- 
généité des  différentes  parties  de  cette  surface^  et 
enfia  rien  n'assure .  que  l'intensité  de  la  pesanteur 
est  en  elle-même  inaltérable ,  et  quelle  ne  subira 
pas  dans  la  suite  des  siècles  des  modifications  sem- 
Uables  à  celles  qu'éprouve  continuellement  le  ma- 
goétisme  k  la  surface  du  sphéroïde  terrestre.  -        ' 

43.  Choisissons  n^iaintenant,  pour  déterosiner  la 
figure  elliptique  de  la  Terre ,  des  arcs  de  méridien 
maures  à  des  latitudes  peu  diffi^ntes*  liCS  résultats 
guivans,  provenant  des  opérations  exécutées  avec 
im'soin  extrême  par  Delanibre  et  Méchaih^  pour  la 
mesure  de  1  arc  du  méridien  compris  entre  Dunkerque 
èi  Montjoui|  on  peut  compter  sur  leur  exactitude. 


■ 


Lieux  de  robservation. 


MoQJoqi . . . . 
Carcassonne. 
inin 


Paris  fan  Panthéon), 
Dunkerque 


latitudes. 


4i«»ai'44*,Bo 

43.12.54*4^ 
40.10.43,50' 

48.50.49,75 
5i.  2.io,5o 


Distances 

des . quatre  dernières 

stations  au  parallèle 

de  Mon)oui. 


52749"*'*',  48. 
137174   ,o3 
2i33i9   ,77 
275792   ,36 


En  substituant  ces'valrui^  dans  lés  équations  (d) 


10000 


du  n**  40  9  et  ei^ faisant  5Fg?-  ;u.     poikr  éviter  d'opérer 


/ 


! 
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sur  de  trop  grands  nombres ,  oa  formera  les  ciaq  i 
.équations  suivantes  :  . 

Cg — e,=    O.OOOOOOO.^-f-O.OOOOQO.âtÀ  —  o^ooooo,]  k 

e. — e,==:  5.274948   .C+o, 26258 i.aA — i.85266,f  , 
^3—^,=  13.717405  .C+o. 509605. aA — /^.8i6o2f\[ 
e^ — ^4=21.5561977.? — o.o4o978.aA — 7. 48469  A 
^s—e, =27.579236  .?— o.6o44i4**^"~.9*67579.] 

En  ajoutant  entre  elles  ces  équations'^  après  avoir 
fait  passer  Terreur  e,  dans  le  second  membre ,  et 
en  égalant  à  zéro  leur  somme,  on  trouve 

5e^  = — 67 .903564  •?+ o*  0732o8.aïi+  a5 .  827 17. 

Si  Ton  substitue  la  valeur  de  ^,  qui  résulté  de  cette 
,  équation  dans  celles  qui  la  précèdent^  conformément 
à  ce  (qui  a  été  dit  n"^  /^o ,  on  formera  les  cinq  nou- 
velles équations  suivantes  : 

e,=—i5.58o7i5.ffH-o. 014642. «AH-  4* 76545, 
^ii=—  8.505765. ff+o. 277225. flt^-J*  2.gï277> 
4?3=  0.156690.^+6. 524245.  aA—  o.o5o59, 
^4=  7. 75 1 264*^*^0. 026557.  aA—  3.71926, 
e5=     15.998525. S — o. 58977 2. a A^—*  4*9^856> 

d'où  Ton  tire,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
pour  déterminer  les  valeurs  des  arbitraires  €  et$Lhf 
les  deux  équations  suivantes  : 

0= — 178.705291  +  ^.509,48074 — aA,  10,91717, 
0=:  5.827288 — C.   10,9171 7+aA.  0,55073. 

La  résolution  de  ces  équations  donne 
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f  =0.3509117,      ctÀ=:  0.00692:^7. 


loooo 


Nous  avons  supposé  le  45*  degré  s  =  — g —  ;  on  aura 
donc  ainsi 

s =28497.^,  «^=r44;45- 

Telle  est  donc  la  valeur  du  degré  moyen  et  de 
laplatissement  du  méridien  terrestre  qu'on  déduirait 
de  la  seule  considération  des  degrés  mesurés  en 
France.  La  figure  elliptique  qui  en  résulte  pour  la 
Terre  difiere  beaucoup  de  celle  qu^on  détermine  par 
la  comparaison  des  mêmes  degrés  au  degré  mesuré  à 
Féquateur^  par  les  observations  du  pendule  et  par 
d'autres  phénomènes  astronomiques.  Cette  figui^ 
d'ailleurs  ne  saurait  se  concilier  avec  les  lois  de 
l'Hydrostatique  ni  avec  celles  de  la  précession  et  de  la 
nutation,  qui  défendent  de  supposer  au  sphéroïde 
terrestre  un  aplatissement  plus  grand  qiie  dans  le 
cas  où  toutes  ses  couches  seraient  d'égale  densité, 

c'est-à-dire  supérieure  à  --^^ 

.  \m  valeurs  de  ah  et  de  ^  sont  celleç  qui  convie^ 
oerilaî'la  figure  elliptique  du  méridien  terrestre  qui 
donne  ira  minimum  pour  la  plus  grâjade  des  erreurs 
commises  dans  les  mesures  qui  ont  servi  à  déterminer 
Tare  compris  entre  Dunkerque  et  Mon tj oui;  si  l'on 
sujbstitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (J^)^  on 
troi](ye^  pour  ces  erreurs  exprimées  en  secondes ,    , , 

<==  — o^55,    ^.  =  +  o",59,  >5  =  —  t^36V 
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Ainsi  9  la  plus  grande  erreur  ne  monte  pas  à  plosde  I  ^ 
'^\  et  leur  moyenne,  abstraction  faîte  du  sîgnCi  est  (k  j  ' 
o'^gô  ;  ces  erreur  sont  comprises  par  conséquent  dav^ 
les  limites  de  celles  dont  les  observations  sont  sof^pp» 
ceptibles. 

Mais  pour  mieux  se  convaincre  que  les  mesareiic 
qui  résultent  des  opérations  exécutées  en  Fran(»|li 
ne  permettent   pas  de    supposer    à  la  Terre  m 

ellipticité  de  -5- ,  et,  à  plus  forte  raison^  une  ellipti- 

cité  moins  considérable^  supposons  dans  les  épa* 

tîons  (y^)  a^  = -^-y  on  aura  « 

e,  =         4.765498  -—  i»5. 580713 -C, 

e.  =        2.915979  -^    8,5o5765.ff, 

^3  =  —  6.049176  +    04156690.^;        * 

e^  =  —  3.719575  •+-    7. 751264. ff, 

<?5  =  —  4-9^^27  ■+"  15.998525. 5;      '■'  ■ 

En  combinant  entre  elles  ces  équations,  on  troave 

0= — 178.7527 -h ^À* 509.48074 > 

d*oii  Ton  tire  \  potir  la  valeur  de  €  qui  rend/  laflm 
grande  des  erreurs  un  minimum^  £  =  o . 35à85Sr^4t 
par  stiite  pouf  la  longueur  du  degré  moyen,  * 


s  ==:  28502""'-, 


•i 


Valeur  qui  s'accirde  assez  bien'  iivec  celle  de  1282^ 
qui' résulté  delà  comparaison  du- degré  de  ^France 
celui  du  Férou^ JEn  sabs^iluant  pour  ^-sa  valeur  ^x\ 
les  équations  précédentes^  on  trouve, 
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«,  =  -♦-a^4o,     c.  =  — o',46,     e,  =  -<4'',58, 
«4  = -f- o",67 ,     ej=+i*,76. 

f  ■ 

La  jrfiis  grande  erreur  serait ,  dans  ce  cas,  de  — 4"»58. 
}r ,  l'excessive  précision  avec  laquelle  ont  été  faites 
es  observations  ne  permet  pas  de  supposer  dans  la 
létermination  des  latitudes  une  erreur  aussi  considé- 

'able.  L*aplatîssement  de  -^g   que  les  observations 

a jtes  en  France  en  1 80 1  donnent  au  sphéroïde 
;errestre ,  a  d'ailleurs  été  confirmé  par  les  opérations 
exécutées  depuis  en  Angleterre  pour  mesurer  des 
ircs  du  méridien  et  des  perpendiculaires  à  la  méri- 
lienne  ;  tout  porte  donc  à  croire  que  les  anomalies 
pie  présentent  leurs  résultats  tiennent  à.  quelque 
cause. particulière  qui,  dans  ces  contrées,  écarte  sen- 
siblement la  Terre  de  la  figure  elliptique  ou  qui , 
altérant  d'une  manière  irrégulière  l'homogénéité  de 
se$  couches ,  fait  dévier  de  quelques  secondes ,  soit 
vers  le  midi,  soit  vers  le  nord,  le  fil-à-plomb  de  Fins- 
trument  qui  sert  à  fixer  le^  latitudes  des  arrcs  mesurés. 
On  peut  conclure  de  ces  observation^  et  de  celles  quji 
sont  développées-  dans  les  numéros  précédens ,  que 
la  sur&ce  de  la  Terre  étapt  ,^rès  irrégulière,  ainsi  que 
}a  densité  des  couches  qui  lavoisinent ,  la.  me^iire 
isolée  d'un  arc  de  méridien,  quelle  qpe  ç oit  son  éten-r 
due,  est  peu  propre  à  servir  à  la  détermination 
exacte  de  la  figure  de  la  Terre  ;  on  tire ,  au  contraire, 
de  la  comparaison  de  deux  arcs  du  méridien  mesu« 
rés  à  des  latitudes  très  distantes,  des  notions  sur 
cette  importante  question ,  qui  s'accordent  très  bien 
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avec  celles  qui  résultent  des  autres  phénonicDes, 
parce  qu'à  ces  grandes  distances,  les  effets  qui  tien- 
nent aux  inégalités  de  la  surface  du  globe  ^tala 
non  homogénéité  de  ses  parties  disparaissent,  pour  ne 
laisser  subsister  que  ceux  qui  dépendent  de  sa  forme 
générale. 

44*  Considérons  maintenant  les  variations  de  la  pe- 
santeur aux  diverses  latitudes,  et  déterminons  la  fi- 
gure elliptique  la  plus  probable  qui  en  résulte  pour  le 
sphéroïde  terrestre.  Les  observations  des  longueurs 
du  pendule  à  secondes ,  qui  servent  à  reconnaître  ces 
variations  >  sont  plus  faciles  à  exécuter  que  celles  de 
la  mesure  des  degrés  du  méridien;  les  anomalies 
qu'elles  présentent  sont  aussi  beaucoup  moins  consl^ 
dérables,  parce  que  les  irrégularités  de  la  Terre 
exercent  surces  observations  une  inQuence  bien  moins 
sensible  que  sur  les  autres  :  on  doit  donc. obtenir  par 
ce  procédé  dés  notions  plus  certaines  sur  la  figure  du 
globe  que  par  les  mesures  directes  prises  à  sa  sur- 
face. 

Parmi  les  nombreuses  observations  qui  ont  été 
iaites  des  longueurs  du  pendule ,  nous  choisirons  les 
^tiq  suivantes.!  Le  pendule  dont  il  est  ici  question 
lest  celui  qui  fait  86400  oscillations  dans  nïi  jour 
mjoyen ,  et  les  mesures  ont  été  réduites  au  niveau 
é&è  mers,  dans  le  vide  et  à  la  même  température. 
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1           Lienx 
des 
Observations. 

Latitudes 
L. 

Longueur 

dn  pendule 

à  secondes  /. 

: 

Noms  des  ObscrVatcnrs. 

* 

P^rou «•••.. 

o»  o' 
i8.a7 
48.^4 
58.15 
67.  4 

o,99o564 
o,99ii5o 
0,993^67 

0,994589 
o,9953a5 

BougutT. 

Bouguer. 

Biot,  Mathieu. 

Mallet.: 

Clairaut,  Maapcrtnîs;  eta' 

Petit-Goave 

Paris 

Pëtersboarg 

LiSnonie «... 

On  vpit,  par  les  résultats  de  cç  tableau,  que  I^s 
longueurs  du  pendule  à  secondes  augmentent  d'unie 
-manière  très  sensible  en  allant  de  Féquateur  au  pôle. 
SoiJim^ttons  ces  accroisseniens  à  la  loi  de  la  propor- 
tionnalité' au  carre  du  sinus  de. la  latitude ,  pour  re^ 
connaître  s'ils  confiraient  l'hypothèse  de  la  figure 
elliptique  du  sphéroïde  terrestre. 

En  Substituant ,  daiis  les  équations  (b) ,  les*  Và^ 
leurs  précédentes,  on  trouve 


1   ».'•'•    ; 


>i  t    >  • 


^ii.'- 


o*,99o564  —  «'—  **p,ooooo  =  c, , 
o  ,99ii5o — .  a  ~^. 0,10016  =  '^arJrjffiy/ 
o  ,995867  —  a  -^  ^.0,56^72  =  e,,  )  ^). 
o  ,994589  —  A  —  ^,o,723k)7  ==  e^, 
o  ,995325  —  a  —  ^.0,84829  .=  «5, 


«  4  9 


et  en  appliquant  à  c^  équations  la  méthodef  'dés 
moihdr'es  carrés,  on  aura,  pour  déterminer  lëi  vâ- 
ii^ûrs^des  constantes  a  et  6  qui  dônnetit  un  minimwn 
pour  la  plus  grande  des  erreurs  .dont  sont  afleçtées 
les  mesures  du  pendule  que  noi|s  avons  adoptée^^ 
Tome  II.  5o       * 
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o",995o99  —  a  —  6.0,44765  =  o, 
o  ,994548  —  a  —  i.o,7o5o6  =  o, 

d'où  Ton  tire 

a  =  0^,^90555,         b  zzz  o",p656786. 

On  aura  donc  généralement,  pour  l'expression  de 
la  longueur  du  pendule  correspondante,  à  une  kti- 
^tude  L, 

o"*, 990555  -4-  o",oo5679.sîn*  L. 

•  •  •  * 

•  »  ■  .  -■  * 

La  valeur  de  a  est  celle  du  pendule  équatdrial  1  et  ion 

.a  f ^  =5  0,005753 1 .    L'apl^is^emerd:  .  du  sphéroïde , 

"d'après  le  n"  55-.  est  ég^  à  'cihq'dèhiî  M  "espp&à 
aë  lâ.  fon:é  cëtifriifùge  k  la  iF^àntétir  sôtfii'l'i^atHir, 
iSitJÎris  là  valeur  de  la  frîldîdtf'pî'écédëritej'éé  ft|^- 

pqrt  pour  la  Terrç  ^st  d^  ^f^^^^P^l^T^  j-^jel- 

lipticîté  du  sphéroïde  tein^eettheest  pakroànseqqent.d'e 

h  I 

o,oo865— =2'  W  de  ^._jC'^st  J'^plAlisççB^çnt   de 

rellipsmde  le  pliis  vrâi4mblâble  ^^nfi.i^ettt  pour 
Isl  Terre  les  mesïrt^sdii  pcndule^âpportées  dans  le 
tableau  précédent;  il  s^accorée  dHitiémanièf^  satis- 
faisante avec  côlùî  que  ilbus~aVons  déduit,  h°'4î,  de 
la  comparaison  des  degrés  du  méridien  mesurés  dans 
jies  lieux  séparés  par  de  grandsîntefvalles,  fet  avec  Ta- 

platîssement  de  9^  /f[^'^^  déduit  des  inégalités  qui 

résultant  daiis  le  mocheetnènt  dé  ïâ  Liine  de  ïa-bbh 
spbérîdté  de  la  Terré.    ^      '^''^■ 


I     1 
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Sî  Ton  substitue  pour  a  et  è'iètirs  valeurs  ptétè^' 
dentés  dans  les  équations  (g),  on  aura 

€,=:0",000009,    e,=  0"^000026,    ei==O'*,0OpO94fj 

e^  =  —  o'",oooo72,     ^5.=?  —  o*,oooo47.  . 

Ainsi  donc  y  dans  la  combinaison  même  la  plus  fd- 
Yorable  qu'on  puisse  faire  de  ces  équations  ^  on  e^t 
forcé  d'admettre  une  erreur  de  o", 000094  dans  les  * 
mesures  des  longueurs  du  pendule  que  nous  avons 
employées  dans  les  recherches  précédentes,  si  l'x^n 
suppose  que  ces  longueurs  varient  comme  le  carré  du 
sinus  de  la  latitude.  Cette  erreur  n'excède   pas  au' 
reste  la  limite  des  inexactitudes  dont  les  observations' 
sont  susceptibles ,  et  elle .  est  beiiucoup  plus  fiiiUe 
que  les  erreurs  correspondantes  dans  la  mesure  des!' 
dégrés  du  méridien;  ce  qui  prouvé,  comme  =  n<j>lis, 
l'avons  dit  n°38,    que  les  causes  qui  écartent  Igj' 
Terre  de  la  figure  elliptique  ont  beaucoup  moins 
d'iilfltienGe  Sur  les  vairiations  du  pendule  que' sur 
celles  des  diegrés  ntésutés  à  sa  surface.  -•  '- 

'  Cependant  il  est  à^remanquer  que,  bien  qu'Sêllf^ 
scfknt  moins  sensibles ,  lés  mêmes  in^égukirités  qtfViM 
àhser^e  dàtis  les  dégrés -lén^mléridien  eonchis  d'irrtiâ 
frès^  rapprochés  entre  isu^,  sbl«^pràdmseiit  idansdeé 
longuéuts  du  pendule  k  setoiides.  Ai A^t,  pttr  erxenfpklv 
hi^itt'^^dede  deS  à&ôttnalîeslijaâs  lesdegriéstîte^ 
sti^  en  t^fi&ni!ê  et  en  EspAgnô  ',  'p»  Dekmbre  e€  Më^ 
dÛdih',  ^  trouve  dansl tare  eonÂpris  entre  les  pardQèlës 
ïfe''Fbrtaèntera  et-de  Barcelone V-^èt  les  tarîtttiolÉ» 
éé^dègt^'sulUsstotiefntrë  cé9'*iieil9l  poinfl?  ùri  tfatéik^ 
tfssëihéttt  côrisidét^Më;  db  rhëtHëtt»'  vtariàtrdh^'âtt 

5o.  . 
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jde  sa  révolution^  exprimé  en  jours  y  sa  force  centri- 
fuge sera  à  ceUe  qui  anime  uu  élément  de  la  masse 
de  Jupiter  placé  à  Tunité  de  distance  de  l'ax^, de. ro- 
tation, comme  rp  est  à  ^,  T'  étant  le  tempd  de  la 

rotation  de  Jupiter,  exprimé  en  fractions  du  jour» 

La  force  centriAige  du  satellite  est  d'ailleurs  égale  à 

la  force  qui  retient  cet  astre  dans  son  orbite  ^  c!esl- 

à*dire  à  la  masse  M  de  Jupiter ,  divisée  par  D*;  on 

aura  donc 

._  MT» 

•  •  •  -     f  I 

On  a  d'ailleurs,  n**25,  M=:|7r/i^(iHr^*);  on;aUra 
donc 

9—à^—       D3T'»      • 

Diaprés  les  observations  de  Pound ,  rapportées  par 
Newton ,  la  distance  du  quatrième  satellite  de  Jupiter 
à  son  centre  est  égale  à  26,65  demi- diamètres  de  1  e- 
quateur  de  cette  planète  ;  ce  qui  donne 

D       ~"  26,63' 
on  a  de  plus 

T='i6',68902 ,       T'=o',4i577. 

.Oft  coAclura  de  là  i\-    . 

0,086145 

^çt  en  sjubstituant  cette  valeur  ..dflnç.réquajtion.  (â), 
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elle  devÎQndra 

arc  tang  A  =  ^-^^ ___2_21_j 

d'où  Ton  tire  A=: 0,4810,  et,  par  suite,  le  rapport  dé» 

Taxe  du  pôle  à  Taxe  de  réquateur,  ou  v/i+A*=mo967. 

Ce  rapport,  suivant  les  observations  de  Poundy 
est  jde  1 ,077 1 .  On  trouve ,  par  la  théorie  des  satel-^ 
lites  de  Jupiter,  qui  détermine  ce  rapport  avec  plus 
de  précision  encore  que  les  observations  directes, 
qu*îl  est  de  1,0747.  Ces  résultats  montrent  que  Jupiler 
est  moins  aplati  que  dans  le  cas  de  l'homogénéité,  et 
que,  par  conséquent,  sa  densité  va  en  augmentant, 
comme  celle  de  la  Terre,  de  la  surface  au  centre. 

Nous  avons  vu,  n®  34 1  qu'en  supposant  le^  planètes 
originairement  fluides,  leur  ellîptîcité  devait  être 
comprise  entre  |j  et  ^  ç,  la  première  de  ces  limites 
répondant  au  cas  où  la  masse  fluide  serait  homogène  / 
et  la  seconde  à  celui  où  toute  la  masse  serait  réunie 
à  son  centre.  Or ,  l'ellipticité  d'un  ellipsoïde  est  l'excès 
de  l'axe  de  l'équateur  sur  celui  du  pôle,  divisé  par 
le  dernier  de  ces  axe^  ;  sa  valeur  est  donc  égale  a 

V/i-f-A*7-,i;  on  aura  donc  I  par  ce  quî.,préçè^e^ 
I  ^ = o,  1 0967 ,  et  par  conséquent  r^ q  rr.^f^A^^c. 
Oa  trouve ,  par  l'observation  directe,  0,077 1^  et.  par 
lejmouvement  des  mjeuds  des  orbites  d^s  satell^te^  (}l^ 
Jupiter ,  o,  0747  pou  r  Fellipticité  d^  ;Çet^e  planète  ;,  ,^s 
deux  valeurs  sont  ^onc  comprises  dans  jiest  Ijnjjigtjtes 
quç  leur  assigne  la  théorie.  .  ï 

Npus  avons  trouve,  nf  29,  dans. le  ça/s.d|3:ri]^o^m^ 
fjénéité,  0;;po4354  poi^r  rellîptîcité.4e J^»  Tcrfiej^^JEu 
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supposant  donc  la  densité  de  la  Terre  égalé  à  celle 
de  Jupiter ,  leurs  ellipticités  seront  entre  elles  comme 
0,10967  esta  o, 004334-  D'après  cela,  en  adoptant 
pour  Tellipticité  de  Jupiter  la.  valeur  0,0747  9  .qui 
résulte  de  la  tbéorîe  des  satellites,  on  trouve  33^^^^ 
pour  Taplatissement  de  la  Terre ,  et  YîhïJf  ^^  ^^^^'' 
sissant  rellîptîcîté  0,077 1 ,  qui  est  donnée  par  l'obser- 
vation directe.  On  voit  que  ces  résultats  s'accordent 
suiBsamment  bien  avec  ceux  que  Ton  tire  des  obser- 
vations du  pendule  et  de  la  mesure  des  arcs  du  mé- 
ridien terrestre  ,  et  l'analogie  qui  existe  entre  la  figure 
de  Jupiter  et  celle  de  la  Terre  prouve  avec  évidence 
que  la  même  loi  a  présidé  à  la  formation  de  tôuis  les 
corps  célestes. 

Les  autres  planètes  sont,  trop  éloignées  de  nous, 
où  leur  aplatissement  est  trop  peu  sensible,  pour  que 
I  observation  .ait  pu  jusqu'ici  fournir  les  élémens  né- 
cessaires à  la  comparaison  des  phénomènes  et  de  la 
ibéorîe.  Il  en  est  de  même  de  la  Lune,  qui  se  pré- 
sente à  Tobservateujr  comme  un  corps  à  très  peu  près 
spliériquë  ;  les  Conséquences  qui  résultent  des  lois 
de  sa  libration,  et  que  nous  avons  développées,  dans 
lé  chapitre  VI  du' livre  IV,  sont  les  seules  données  Ique 
nbus  ayons  sur  sa  véritable  figure. 

4^-  N6us  ne  terminerons  pas  ce  chapitre,  spéciale- 
ment 'Consacré  à  la  figure  de  la  Terre,  sans  montrer 
comment  les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la 
nutàtion  confirment,  comme  nous  lavons  annoncé , 
les  résultats  que  l'on  obtient  par  la  mesure  des  arcs 
du  méridien  terrestre,  et  par  les  observations  du 
pendule.  Pour  le  faire  voir ,  reprenons  la  valeur  de 
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la  fbnction  V;  donnée  n*  25,  livre  IV, 

-h|^  •  [x«(B4.C-A)H-^(A+C-B)+a*(A+B-C)]; 

Dans  cette  expression,  A,  B,  C  sont  les  trois  mo- 
mens  d'inertie  de  la  Terre ,  qui  se  rapportent  respec- 
tivement aux  axes  principaux  des  x,  des  jr  et  des  zf 
M  est  la  masse  de  la  Terre,  et  or,/,  z  expriment  le» 
trois^coordonnées  de  Fastre  L. 

On  aura  en  vertu  du  n*  36,  pour  Texpression  gé- 
nérale de  la  fonction  V ,  relativement  à  la  Terre  i 
supposée  elliptique  et  douée  d'un  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  axe  fixe, 

V  =  îîîî  +  5^.[(«A  — ig).G  — co8'8)  +  *A'8in»8cos'«], 

eûi  et  ah'  étant  deux  constantes  qui  dépendent  de  Ta- 
platissemeot  de  la  Terre ,  et  9  le  rapport  de  la  force 
centrifuge  à  la  pesanteur  sous  Téquateur. 

Désignons  par  6  Tangle  que  forme  le  rayon  r  avec 
l'axe  de  rotation  que  nous  avons  pris,  n®  i5,  livre  IV, 
pour  axe  des  z ,  par  co  la  longitude  de  ce  rayon 
comptée  sur  le  plan  de  Téquateur  ;  on  aura 

;r  =  r  sin  fi  sin  o) ,      jr:=:rsm  fl  cos  cù  ,       2= rcos fl. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  ex- 
pressions de  V,  et  qu'on  compare  ensuite  ces  deux  ex- 
pressions entre  elles,  on  trouvera  l'équation  suivante  : 
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;.(2C— A— B).(;— cos»6)-H2.(A— B).sin*ecos3i» 
= Ma» .  ((ah  —  i  qXl  — cos*  6)+a^'sm»ô  cos  2ût>]  '; 

d'où  Ton  tire ,  en  vertu  de  Tindëpendance  des  angles , 
6  et  0^9 

A  — B=JMa*aA; 

aC— A— B=jMa'(aÂ— ij). 

Les  observations  du  pendule  nqus  ont  montré  que 
raplatissement  du  sphéroïde  terrestre  est  à  très  peu 
près  le  même  sur  les  divers  méridiens ,  ce  qui  exjge 
que  ah'  so  t  une  très  petite  quantité  de  Tordre  ct%  que 
l'on  peul  négliger.  On  9  alors  A=B,  d'où  fésulte 
jCd  théoff  rne  reiparquablje ,  c'est  que  les  phénomènes 
de  la  précession  des  équijîoxes  et  de  la  n  luation  de 
Vaxe  ter,  ^estre  sont  les  mêmes  que  si  la  Terre  était  un 
sphéroïde  de  révolution. 

Si  l'on  considère  la  Terre  comme  un  ellipsoïde 
de  révolution  autour  de  l'axe  des  z,  on  aura^  par  les 
propriétés  de  ces  corps , 

I 

0*  étant  un  nombre  qui  dépend  de  la  loi  de  densité 
des  différentes  couches  du  sphéroïde,  et  que  Fexpé- 
rîènce  seule  peul  déterminer  ;  elle  a  montré  que , 
pour  la  Terre,  ce  nombre  diffère  peu  de  f unité.  On 

aura  donc  ainsi 

1  ■ .      ...■., 

2C  —  A  —  B  loa-f     7         ,    N 

I  * 

Nous  avpn$  Iroiivé,  n°  39,  livre  IVj, 
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aC  — A  — B  xj 

g =0,00019013  ; 

ou  aura  donc 

Le  rapport  que  désigne  fr  est  égal  à  Tuniié  ^9x1% 
le  cas  de  rhomogénéité  ;  il  est  plus  grand  que  l'unité, 
si  la  densité  du  sphéroïde  ya  en  croissant  de  la  sur- 
face au  centre,  et  moindre  que  ce  nombre  dans  le  cas 
contraire.  Supposons  donc  la  Terre  hoinagène  ;  on 
aura   0*  =  i    :   on  a  d'ailleurs ,  par   l'oHieryation , 

q  =r3r  *  on  aura  donc,  dans  ce  cas ,  ah  =  b/goSoSy  i , 

ou  — .  La  supposition  de  tût  =  -^^  donnerait  pour  tJ 
une  valeur  infinie  :  la  valeur  de  oth  est  donc  com- 
prise entre  ^ —  et  ^-^ ,  et  ce  sont  par  conséquent  les 

limites  que  les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la 
nutation  assignent  à  l'aplatissement  du  sphéroïde 
terrestre. 

En  prenant  une  moyenne  entre  les  valeurs  de  l'a- 
platissement de  la  Terre ,  qui  résultent  de  la  com- 
paraison des  degrés  mesurés  à  sa  surface,  et  des 
observations  du  pendule,  on  peut  supposer  cet  apla- 
tissement de  X —  à  peu  près.  Cette  valeur  est  comprise 

entre  les  limites  précédentes.  Si  on  la  substitue  au 
lieu  de  aA,  et  qu'on  remplace  en  même  temps  q 
par  sa  valeur  dans  l'équation  {k) ,  on  en  tire 

o-ss  i,3256o  : 


j 
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ainsi  donc  la  quantité  0*  étant  plus  grande  que  Punité, 
la  densité  de  la  Terre  va  en  croissant  de  la  surface 
au  centre ,  ce  qui  est  conforme  aux  expériences  de 
Cavendish  et  aux  lois  de  l'Hydrostatique,  qui  exigent 
que  si  là  Terre  était  originairement  fluide,  les  parties 
les  plus  denses  soient  en  même  temps  les  plus  voisines 
du  centre. 

47*  Si  Ton  embrasse  maintenant  d'un  même  re- 
gard les  résultats  que  nous  venons  de  recueillir  par 
tant  de  moyens  difierens  sur  la  tigure  de  la  Terre , 
sans  doute  on  sera  surpris  de  leur  parfait  accord, 
et  convaincu  qu'ils  ne  peuvent  être  que  les  efiets 
d'une  même  cause  qui  lie  entre  eux  tous  les  phéno^ 
mènes  qui  dépendent  de  la  nature  et  de  la  constitua 
tion  du  globe.  La  mesure  des  degrés  des  méridiens 
terrestres,' qui  parait  la  méthode  la  plus  simple  que 
la  nature  nous  ait  indiquée  pour  déterminer  la  figure 
de  notre  planète ,  n'est  cependant  pas  celle  dont  on 
doive  attendre  des  résultats  plus  certains  ;  toutefois, 
en  combinant  avec  adresse  des  observations  faites  à 
des  latitudes  très  distantes  pour  diminuer  l'effet  des 
irrégularités  de  la  Terre  dans  quelques-unes  de  ses 
parties,  on  détermine,  par  ce  moyen,  la  valeur  très 
approchée  de  son  aplatissement.  Cette  valeur  s'accorde 
d'une  manière  remarquable  avec  celle  qui  résulte 
des  observations  du  pendule ,  méthode  d'investiga- 
tion moins  directe ,  mais  plus  sûre  que  la  précédente, 
et  que  Thomme  n'a  due  qu'à  son  génie.  Les  phéno- 
mènes de  la  précession  et  de  la  nutation  ne  font 
pas  connaître  la  valeur  absolue  de  la  fraction  qui 
exprime  l'aplatissement  de  la  Terre;  ils  déterminent 
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seulement  deux  limites ,  que  cette  traction  ne  peut 
pas  dépasser,  et  les  valeurs  que  lui  assignent  la 
mesure  des  arcs  du  méridien  et  les  longueurs  du 
pendule  sont  comprises  entre  ces  limites.  Les  mêmes 
phénomènes  fournissent  des  notions  précieuses  sur  la 
constitution  intérieure  du  sphéroïde  terrestre  ;  ils  ne 
donnent  point,  il  est  vrai,  la  loi  rigoureuse  des  den- 
sités des  couches  qui  le  composent,  et  l'on  peut  en- 
core satisfaire  par  une  infinité  d'hypothèses  à  Tunique 
condition  qu'ils  imposent ,  mais  ils  indiquent  un  ac- 
croissement dans  les  densités  à  mesure  que  l'oq  ap- 
proche du  centre  :  résultats  que  confirment  les  phé-^ 
nomènes  de  la  stabilité  de  l'équilibre  des  mers,  le 
peu  de  déviation  qu'éprouve  le  fîl-à-plomb  par  l'at- 
traction des  montagnes,  les  mesures  directes  des  arcs 
du  méridien  et  des  longueurs  du  pendule ,  qui  nous 
ont  montré  que  la  Terre  est  plus  aplatie  que  dans 
le  cas  de  l'homogénéité  ;  résultat  enfin  qui  est  une 
suite  nécessaire  des  lois  de  lHydrostatique,  lorsquW 
suppose  que  la  Terre  était  originairement  fluide,  et 
que  ses  élémens  ont  conservé,  en  se  durcissant,  la 
même  disposition  qu'ils  avaient  dans  leur  premier 
état. 

L'admirable  concordance  de  tous  ces  résultats  n'est 
pas  sans  doute  ce  qu'offre  de  moins  merveilleux  la 
théorie  de  la  pesanteur  universelle.  Si  son  influence 
se  montre  d'une  manière  moins  manifeste  et  moins 
régulière  dans  les  phénomènes  qui  dépendent  de  la 
figure  des  corps  célestes  et  de  leurs  mouvemens  au- 
tour de  leur  centre  de  gravité,  que  dans  ceux  qui 
se  rapportent  aux  mouvemens  de  ces  centres  dans 
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l'espace^  c'est  que  cette  înfliirence/Coinnie  nous  Fayoïis 
ya  y  est  ^  dans  ceâ  phénomènes  >  rhfddifiëe  salis  cesse  par 
les  circonstances  particulières  dcpfeudarités  dé  là  cbns* 
titution  de  ces  corps.  Lé  géomètre^  par  la  même 
fai^n  f  a  éprouvé  plus  d'obstacles  pour  les  soumettre 
àù  ealôul  ;  mais  le  succès  a  cotironné  ses  efioHis.  Un 
homme  de  génie  avait  deviné  la  cause  secrète  qui 
met  en  mouvement  la  matière  ;  l'analyse  mathéma- 
tique ^  en  ramenant  à  ce  principe  unique  tous  les 
phénoimènes  de  l'univers ,  ceitx  méitie  qu'il  parais- 
sait le  plus  difficile  d'y  soutnetti^  >  s(  démôiïtr^é,  piar 
la  preuve  la  plus  irréfragable^  qu'il  était  la  véri- 
table 1<^  de  la  nature. 


.» 
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NOTES. 


NOTE  PREMIÈRE. 

I 

Sur  le  mouvement  de  rotation. 

(^oîr  page  ii4>  i*' vol.)  Les  relations  (/)  peuvent  s'obtenir 
de  différentes  tnaniëres;  celle  que  nous  indiquons  est  la  }Ja9 
simple.  On  trouve  aîn&i  :  . 

Kx' = {b'c" — b"c')  X  +  {b'c  —  bc")  y  +  {bc'  —  Vc)  z , 

lU^{€lV—arV)x':^{a'b—ab")y  +{ab'  —  a'b)z, 
en  supposant,  pour  abréger ,  <  v 

K  =  a  {J^V—  bV)  +  a^iVù  —  ic")  +  ^(ic'—  b'c).     '' 

Or,  par  la  comparaison  des  équations  précédentes  aux  équa- 
tions (2) ,  on  trouve 

\  • 

b'c'  -b'c'         ,      b'c—bc'        ,      bc'  —  b'c 
<*■  ~        s 1     *  ^       —  . — .^    a  —     ',  _ . 


I  •   \ 


.  Si  l'on  ajoute  les  carrés  de  ces  troi».  valcwrs^  on  aura,  en 
vertu  des  relations  (m)  et  (/i)  y 

K«=:  (iV—  b'cj  +  (A"c  —  bcy  +  ih/  ^  b'cy=  i , 
par  conséquent , 

a^zVc'^Vc',     a'  =  b''c  —  bc\     a"=6c'  — i'c, 
etc. 
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(^Fbir  page  119,  ligne  1 7  ,  i*' vol.)  Cette  belle  propriété  des 
momens  est  facile  à  démontrer  par  ce  qui  précède.  En  effet,  on 
a,  par  le  n®  29  et  par  la  supposition, 

M  =  S.  (yZ  —  «Y),  dm,  N  =  S. Cy'Z'  —  z'T).  dm,  ' 
M'=  S.  («X  —  xZ).  dm,  N'  =  S.  («'X'  —  x'Z').  dm,  \ 
M^sr  S.  (xY  — j'X),  dm ,      N'ssS.  (/Y'  -r'X').  dm. 

Substituons  pour  x',  y  ,  si,  X',  T',  Z',  leurs  valeurs,  en  obser« 
vant  que  les  forces  X',  Y',  Z'  résultent  de  X,  Y,  Z,  par  la  même 
transformation  qne  les  coordonnées  x',  y,  il  des  coordonnées 
X,  y ,  z.  On  aura,  eu  vertu  des  formules  (2},  n®  28, 

'^^S\{)>x+Uy'\'V%){clL'\'c'Y+c'T'ricx^^^ 

ou  bien  en-  réduisant  et  observant  que  Pintégrale  S  se  rap- 
porte uniquement  à  l'élément  dm  et  aux  quantités  qui  varient 
aveclui  » 

N=  (tV  —  6V).  S.(yZ  —  zT)dm^iVe  —  hc%  S.(«X  —xZ) 
+  (éc'  —  Vc).  S.  (xY  — jfX).    (  . 

On  trouverait  pour  K^  et  N'^  des  expressions  semblables  ,'et  ea 
vertu  des  relations  (/),  n*'  28,  on  aura 

II  existe  donc  entre  les  coordonnées ,  les  forces,  les  momens , 
et  les  projections ,  rapportée  à  deux  systèmes  d'axes  rectangu- 
laires, des  relations  analogues  ,  et  leur  transformation  s'opère 
de  la  même  manière,  en  multipliant  dia^une  de  ces  quantités 
relatives  aux  trois  premiers  axes  par  le^  cosinus  des  angles  qu'ils 
forment  respectivement  avec  le  nouvel  axe  que  l'on  considère. 
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NOTE  H. 

Sur  tintégration  des   équations  différentielles  du 
mouifement  elliptique.  (Voir  la  p.  2^0  du  i*""  vol.) 

Les  géomètres  ont  combiné  de  tontes  les  manières  imagi- 
naljlei  les  équations  (a)  pour  en  déduirei  sous. des  formes  variées , 
les  iSiverses  intégrales  qu'elles  peuvent  founnîr.  Les  méthodes 
les  plus  savantes  de  l'Analyse  ont  élé  prodiguées  en  >oette  oc- 
casion d'une  manière  très  superflue,  et  ces  int^rales  |  sous 
quelque  (ormq  qu'elle?  se  présentent ,  peuvent  aisément  se  dé- 
duire.  des  équations  (^)  et(c)  joîptes  aux  d^x,  suivantes  qur 
résultent  très  simplement  des  équations  (a): 

dxd^x  4-  dyd^y  -4-  fl^scft  _,   ^  (xdx  +  ydy^-  kjz) ' 

d?  •"  r'  ~'^\r^ 

dF  ■*■    ~        ~^  —''• 

Ainsi,  par  exemple'i  si  l'oû  observé  que 
xd^x  +  yd'y  +jui*z = d.  (xdx  +  ydy  -f-  zdz)  — ifc* — dy* — A*, 
la  seconde  de  ces  équatîonii  devient 


■•  / 


dx^  +  dy^+dz*       d.rdr      fé  _ 

d^  d^      .r~^* 


On  a  d'ailleurs,  en  faisant  ç*  +  c  *  +  «*•  =  A% 

Si  .entre  ces  deux  équations  on  élunme     ■"  '^  *:■         — ,  oti* 


dt^ 


tfeuYe  * 


TovB IL  3i 
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etenfeôsaut  •£=/!#—*  A5y 

cette  équation  prend  cette  forme  : 

-  +  P  =  o,  (5) 

équation  absolument  semblable  aux  équations  (a)  ;  et  de  m^e 
qu  on  satisfait  à  l'équation  en  s  en  faisant  s  ==  mx  -f*  ^y  f  oo 
satisfera  à  Péqaation (jq)  en  faisant strzpx  +  qjr^  ^^^^  ^"^ ^^^^ 
¥elle  int^rale  finie  des  équations  (a),  et  dont  les  géomètres  ont 
fait  un  fréquent  usage. 

Si  on  multiplie  la  première  des  équations  (/>)  par  x,  et  la  se* 
conde  par  <£r ,  et  qu'on  les  Retranche  l'une  de  l'autre ,  on 

■ 

aura 

<^y   xdyrr^ ydx       éhi    xdm~^zix        -    xid-^xàr 

équatioh  qui ,  en  yertu  des  intégrales  (b)  et  (c) ,  devient 

di  r 

/..■••■—.■ 
__^  •  ,  ■  ■        ■•».••  •"-  • 

En  l'intégrant  et  en  opéran^t  dçU  même- manier» ï'^ative-* 
ment  ii  y  et  à  s  ^  on  aura 

T~        di  ^^' 

•  ç7 cVs  —  ^^.,i-  /^ 

«  •      ■ 

-  -fé»        ç-dX'^ 


r  dt 

..  1 


équations très-ntâes  auxquelles  riocÉé'sohimes^pàrYenus,  À^  aï, 
liyre  II;  et  que  nous  avons '  employées  dans  la  Théorie .^êih 
perturbationn  des  comètes  j  çhaji.  III ,  liv*  III. 


. .  -  -  »-•■  » 

^  .  > 
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NOTE  III. 

tr  les  inégalités  planétaires  des  ordres  supérieurs. 

B  n'ai  développé  dans  les  chapitret  IX  et  X  du  livre  II ,  qve 
artie  de  ces  inégalités  indépendante  des  excentricités  et  des 
înaisons,  et  celle  qui  dépend  de  la  première  puissance  de 
deux  élémens ,  ce  qui  peut  suffire  en  général.  Cepenu'ant  il 
Te  quelquefois  que  les  inégalités  périodiques  les  plus  con- 
raUes  ne  se  trouvent  pas  dans  les  termes  qui  résultent  de 
e  première  approximation,  et  qu'elles  ne  se  produisent  que 
I  lei  approximations  suivantes.  Il  devient  alors  nécessaire 
enir  compte  des  termes  qui  dépendent  des  carrés  et  des 
»ances  supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  et 
QC  de  ceux  qui  dépendent  du  carré  des  forces  perturba* 
BS.  C'est  ce  qui  arrive  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Sa« 
le,  ou  une  partie  des  termes  relatifs  aux  cubes  et  aux  cin- 
bmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons  deyiç^t 

considérable  ,  à  cause  du  rapport  qui  existe  entre  les 
fpns  mouvemens  de  ces  deux  planètes  >  rapport  qui  rend 
;  petits  les  diyiseurs  que  l'intégration  fait  acquérir  h  ces 
aes.  Je  me  propose  de  reyenîr  dans  la  suite  s^t  cet  objet , 
le  donner  les  valeurs  numériques  de  tontes  les  in^alités 
létaires  que  la  précision  des  observations  modernes  peut 
ire  sensibles;  ce  travail  servira  en  même  temps  de  rvérili!- 
on  au]^  résultats  de  la  Mécanique  céleste^  et  il  ne:  sera  pa^ 
tile»  pfirce  que  l'inexactitude  de  quelques-uns  d'enjLre.e^i?  fi 
lu  cette  révision  nécessaire.  Je  n*en  citerai  jçi  41^'un 
nple.  La  partie  des  coefficiens  de  la  grande  inégalité  de  Ju« 
r  et  de  Saturne ,  qui  dépend  du  carré  de  la  force  pertur- 
'ice  ,  a  été  déterminée  récemment  par  M.  Plana,  qui  leur 
signé  d^> valeMrti  très  différentes  de  çeljes  qui  si^t  r^ippor* 

dans  l'ouvrage  cité}  il  en  est  résulté  une  contestation  at- 
vive  à  laquelle  Laplaçe  lui-même  a  pris  partj^^^p|spe^(^nt 

Sx,. 
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la  question  était  encore  demeurée  indécise  i  et  l'Académie  de 
Berlin  a  même  proposé  un  prix  dont  l'objet  principal  est  de 
décooTrir  la  cause  des  différences  des  résultats  obtenus  par  ces 
deux  géomètres.  Dans  un  mémoire  lu  au  mois  de  férrier  der- 
nier,  à  l'Académie  des  Sciences*  j'ai  repris  en  entier  ce  cal- 
cul y  et  j'ai  fait  yoir  qu'il  s'était  glissé  en  effet  une  erreur  im» 
portante  dans  les  résultats  de  la  Mécanique  cileêU^  mais  qu'en 
même  temps  les  nombres  que  M*  Plana  proposait  de  leur  subs- 
tituer n'araient  point  non  plus  toute  l'exactitude  conrenable. 
Voici  les  principaux  résultats  auxquels  je  suis  parvenu.  On 
troavera  dans  la  Connaissance  des  Tenu,  pour  i83i^  le 
rapport  que  M.  Poisson  a  fait  a  l'Académie ,  sur  oe  mé« 
moire. 

Soient  a  le  demi  grand  axe,  et  né  le  moyen  mouTement  an 
bout  du  temps  t  de  Jupiter ,  dans  son  orbite  elliptique;  soient 
r,  V»  a  les  trois  coordonnées  polaires  qui  déterminent  sa  posi- 
tion sur  cette  orbite,  et  R  la  fonction  qui  résulte  de  Inaction 
perturbatrice  de  Saturne;  enfin ,  désignons  par  les  mêmes  let- 
tres accentuées  les  quantités  analogues  relatives  à  Saturne.  Si 
Von  suppose,  pour  abréger , 

« 

et  que  Von  nomme  {[  et  Ç'  ce  que  deviennent  les  moyens  mou- 
vemeus  nt  et  nt  par  l'action  réciproque  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne,  la  formule  (4)  du  n®  6i ,  livre  11,  donnera,  pour  dé- 
terminer  les  parties  de  Ç  et  de  1^'  qui  dépendent  du  carré  do 
foroeà  perturbatrices,  les  deux  équations  suivantes  : 

tî-^^Zanfdifa.ifi+^^.fdé.ifdBiY, 

».■!■.  I 

Les  termes  de  /Ç  et  de  f^  qu'il  importe  de  considérer  sont 
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ceux  qui  par  la  double  intégration  acquièrent  le  très  petit  di- 
TÎaeur  (Sn'-r  ^ny,  parce  qu'il  peut  en  résulter  des  inégalités 
sensibles  dans  l'expression  des  longitudes  moyennes  des  deux 
planètes*  On  les  obtiendra  en  combinant  les  différens  termes  des 
deux  facteurs  qui  composent  chacun  des  produits  que  contient 
Texpression  de  /R  et  celle  de  /R^  de  manière  que  la  somme  des 
«lumens  dont  ils  dépendent  soit  toujours  égale  à  5n'  —  an.  Si 
fou  se  borne  k  considérer  parmi  ces  termes  ceux  qui  sont  du  troi« 
sikme  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons, 
c^«fl-à*-dire  de  l'ordre  le  moins  éleré  qu'ils  puissent  être  sous  ce 
imppoft  y  diaprés  les  lois  de  déreloppement  de  R  et  de  la  for- 
nation  des  râleurs  dé  />*,  tu^  etc. ,  on  rerra  aisément  que  les 
combinaisons  dont  il  i^agitsontau  nombre  de  douaé  (i). 

Laplace  •  considéré  simplement  les  termes  qui  proyiennent 
de  la  double  combinaison  des  argumens  3n'l«->ii<  et  ait'^-— ni; 
ce  sont  en  effet  les  plus  considérables  ;  il  a  négligé  de  plus,  dans 

^expression de iti,  les  termes  -^r-^^j  ^'^' ^^  '  ^^  ^^  ^  trouvé 
ainsi  en  dêgréê  êêxagé9imaux  : 

^=1  * .  57o3sin(5n'^-als^4~5•'~3l)-- 1 8* .  07 1  ocos(5n /-a/il+^^'-Af)  » 
/C:?9-3^8I65sin(5ls'^-a/l/+5/-2l)4-43^g2o3cos(5/»'/-an^f 

Le  nooTcaa  çtlcvl  que  j'ai  fait  de  ces  râleurs  m'a  donné  ' 


/Çasa^ ,  l63o48in(5n^^-oils^4-5/-2l)+ i  6^.97 1  aeos(5  V^-all^^5/-2f  ) , 
/Ç'=a3^4646sin(5»'|.2»^f  6i'-20-4ô\3437  côi  (5//^2i»l+ 5r-2i). 

On  roit  que  la  principale  di£S§rence  de  ces'  résultats  rconsiste 
dans  les  signes,  et  en  effet  il  a  été  constaté  qu'une  erreur  s'était 
introduite,  k  cet  égard,  dans  la  réduction  en  nombres  des  for* 
mules  de  la  Mécanique  ciU^U.  -j 


f 
■**" 


(^)  Connai^^ame  des  Tenu  pour  i83o« 
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NOTE  IV. 

Sur  la  détermination  des  orbites  des  comètes /dapris 

les  observations. 


La  méthode  que  nous  avons  déyèloppée  daiis  le.obapitre  l» 
Utto  III|  pour  cet  objeti  nous  paraiti  comme  noos  l'arons  dit,, 
celle  dont  l'application  est  la  plus  fûre  dans  la  pratique.  Ce- 
pendant, comme  la  méthode  ingénieuse  proposée  par  .Laptaœ 
a  été  adoptée  par  beaucoup  d'astronomes ,  et  qu'il  y  n  même 
des  cas  ob  il  est  indispensable  de  l'emplpyer^  je  p^iae  qu'on 
ne  sera  pas  f&ché  de  la  trouTcr  .  ici  présentée  d'une  manière 
plus  ^  simple  qu'elle  ne  l'est  dans  la  Mécanique^  otiêsUi* . 
.  Cette  m^hode  suppose  que  l'on  connaît^  pour  nne.époque 
donnée,  la. longitude  a  et  la  latitude  b  de  li^  comète,  ainsi  que 
leurs  différentielles  du,  premier  el  du  secoua  orciré  ^' prises  par' 
rapport  au  temps  et  divbées  par  l'élément  de  obtte  variable , 

.       da     d\i        db     d*b 
/c'eal-è^ire  les  quatre^ quantités ^>  ^".  ^V S/»:.^*-?" ;P-^"* 

-  •  •  •  ■ 

"en  effet  /dans  ire  cas  ^  déterminer  pài*  dès  formules  ^Fm^Aâ  et 
rigoureuses  tous  les  élémens  .de.  L'orbite  de.  la  manière  sui- 
vante. 

.  .<.  I.  Soient  jr,;j<,.s^l^'  trois  -cdgi^dofioéef  ,d0  U-  pomè^,  Tap- 
^lortées  i  l'écllptique  etau  çeutce  du  Soleil,  r  ^  dîstançq  4dPet 
astre  ou  son  rayon  vecteur,  X,  T  les  coordonnées  de  la  Terre 
dans  son  orinte,Jftson>ayonr'  tecteuir.  et  Au  sa  'longitudei  ime 
dit  Soleil,,  enfin/. soit  4  la  projectioasuv  )l\&cliplique  dti'la 
droite  qui  yàni  laioomète  à  la  Terne',  ou'cei^'on  nopaine.ordi-* 
nairement  la  distance  accourcîe.dala  comète^nn  aura,  .'.-•i.j 

en  supposant  pour  abréger  /=oo^,  msasûirui.  et^/taeB.tdi^&. 
Les  équations  différentielles  du  mouvement  de  là  comète  au- 
tour du  Soleil  seront 
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3p+7=<».  a^+^??=o»  a?T;^^®-  ('>  ' 

aura  de  même ,  relatiTement  à  la  Terre> 

!  •  ...'..■  ': 

X  =  R  C08  Ay     ir=:RsiiiA. 

'    .  .    .      . .  j  .  .   .,,j 

substituant  donc  poor  x,  jr,  a,  leurs  valeurs  dans  les 
lations  (2),  on  trouTd-a,  en  Terttf  de  ces  deuc  dernière^ 
lationsy 

<//*  "il»"'       P~  ~^' 
g^>»g  ,  »g 


.!•> 


I    •  » 


I  en  déreloppàiit  et  supposant  pour  abréger^  ^=^3  —  ûj» 


^ 

•  * 

0, 

|;;.;".;î  i:ij 

1  *  ■  ;            ■  1 

»» 

;    (3)  - 

/   •■•, 

i 

1       « 

•  -.-'î  -)*;, 

I  !  I 

• — S — +2-V — 3? — ;4-ï^s:-±=o,        i 

• di +  iA 3? ;  +  i'»T'  =  o,  / 


5/lXrS=0,  /(4) 
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Ces  équations  n'équmlent  qu'à. deux  distinctes;  et  ei^  effet', 
en  Mtdtipliàiit.l^  t»)ren|ière'piir  ii^'ét  en  la  retrançbaot  ehsaite 
de  la  seconde  multipliée  par  m,  on  retrouTC  la  troisième. 

Si  maintenant  on  élimine  -r  entre  les  ^eux  premières  équa- 
tions (4)>  ou  /  ce  qui  rerient  au  niémè ,  si  après  aToir  multiplié 
ces  équations,  la  première  par  dm ,  la  seconde  par  —  dl,  et  la 
troisième  par  dm^  on -les  ajoute -,:  .et  qnd^  pour  abréger  on 
fasse 


X .  JKdm  T-  ^fù  ■+  y  >X^^.-r  ^4^ 


II.»-" 
I 


on  aura 

'      C  =  *-(;y'— -]^.        (5) 
I/ailleurs 


i  n 


On  a  donc  deux  équations  au  moyen  de^uelles  on  peutdé^ 

terminq^  f  etrff.Si  Vpti  éliminait  ^^eu^efces  deux  éq.uations, 

on  arriverait  à  une  équation  dû^lfuitième  degré  en  ^/mais  qui 

s*abais8eraijt  a«  ^pti^é  »  comme  Vc^i'aTonsViMi?  6)  Uy.  lll. 

^*  *  '  "  '  *  '       di 

Les  TiOcurs  de  r  et  <  étant  çoimues ,  oa^aura  celle,  de  -y  aa 

,»    --      >      '.     .       »  r  .' .    -'  "    .'    •     .        ai 

•  '        ■-•    '  ■  ' 

moyen  de  l'une  quelconque  des' 'équations  (4)  ;  midts  au  lieu 
d'employer  indistinctement  ces  équations  à  cet^e  recherche ,  il 
est1>on  de  combiner  les  deux  prëàHSrès'tfe  cette- milhtère^  on 
multipliera  la  première  par  /  et  la  seconde  par  m,  on  les  ajou- 
teraensuite.  ei^ol])jseiryant que-/* Ji|4^.m\=3 1 . ceqai-doane> 

-*^'''^  ^  ^  *■■  l       ^•..      ■  y-. ^^ •  ; 

■  Wl  +  mdm  ==  o ,     /iti  4>  i»c|?«a  =3^—  flE^^y^^V  , 

(  m    ■»■  —    T»    '    Il  •«■  .      f~.     —  .__.       ,.        1  i-.l..  .       ■     

j  .  'J    — «-     «--».. %^,         ,1  <  I.  — — ».    ^     .  - 


et  Ton  pourra  substiti)ir,aiix^j&f nations  (4)vJl%| Jdel^^sui'^ 
Vaùtès':  '    '  ■  ""  '^         .'"  '      y'  *  •.  "*="  '        ,",  '        \ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  489 

Â-57  +  i-L a? ^J--.(Œ+mT>«. 

rfç   ^ldm-'mdi\  .  e    /kfm-^md^tK.f  ,^        ^.  T'^ 

Cest  entre  ces  deux  équations  qu'il  conviendra  de  clioisir 
]poar  déterminer  la  râleur  de  -jr»  parce  que  la  première  est  in- 
dépendante des  différentielles  secondes  de  m  et  de  l,  et  la  se- 
conde de  la  différentielle  de  i^  9  ce  qui  offre  des  avantages  dans 
les  applications,  comme  on  le  verra  plus  bas. 

Si  après  avoir  substitué  pour  l^m^n  leurs  valeurs  dans  les 
équations  (i),  on  les  différencie,  on  trouve,  en  conservant  la 
notation  établie  n®  a,  livre  cité, 

,       -^r  %  ai  ,       da 

s  SB  X  4*  ;r.COsa— ^^.sma-T-, 

y=2T  +  ^*sina  +  e««>sag-,    S    (8) 

Ces  équations  ne  contenant  que  des  quantités  connues,  puisque 
les  valeurs  de  ^  et  de  r  sont  supposées  déterminées  par  ce  qui 
précède,  en  les  réunissant  aux  équations  (1),  on  pourra  déter- 
miner les  six  quantités  x,  y^z,  j/,  y' y  z\  et  l'on  en  conclura 
les  élémens  de  l'orbite  elliptique  de  la  comète,  comme  on  l'a 
fait  n«  16,  livre  III.  ^ 

La  question  est  donc  ainsi  complètement  résolue;  mais  si 
l'on  suppose  à  l'ordinaire  que  l'orbite  est  une  parabole,  on  aura, 
par  la  nature  de  cette  courbe, 

§  =  ,'•  +  /•  +  «'% 

T 

équation  qui,  en  j  substituant  pour  V,  y,  sMéurs  valeurs, 
prendra  cette  forme 
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^^M4'N.eJ+P.e'+Q.^'  (9)  . 

La  quesUon  dans  te  cas  présenté  donc  une  éqpcution  de  plus 
que  d'inconnues,  et'Pon  peut  en  profiter  pouV  éviter  Pemploi 
des  données  qui  participeraient  le  plus  aux  erreurs  des  obser- 
Tations.  Pour  cela ,  nous  remarquerons  que  lés  inexactitudes 
dont  «elles  sont  snscqptibles  ^deviennent  surtout  sensiMes  suie 

les  différences  secondes  «^^  -^9  paride  qu'étant  beaucoup  plus 

petites  que  les  premières  »  ces  erreurs  en  forment  une  plus 
grande  partie  aliquote.  Il  faut  donc  en  éviter  l'emploi  autant 
que  possible ,  et  comme  on  ne  peut  pas  les  r^etèr  toutes  deux 
a  la  foiS|  on  ne  conservera  que  celle  qu'on  doit  croire  la  plus 
correcte,  ce  qu'il  sera  toujours  facile  de  reconnaître.  D'après 
cela 9  on  ne  fera  point  usage,  pour  déterminer  ^,  de  l'équa- 
tion (5) ,  parce  que  le  coeftcient  h  dépend  à  la  fois  des  diffé- 
rences secondes  de  la  longitude  et  de  la  latitude;  on  lui  substi- 
tuera l'équation  (9].  Qnaift  âûx  équations  (7)  y  qui  déterminent 

-^y  on  emploiera  la  première  ou  la  seççindey  selon  qu'on  vou- 

dra  conser.ver  les  différences  secondes  de  la  longitude  ou  celles 
de  la  latitude;  ea y  substituant  pour  l^  m^n  leurs  valeurs ,  et 
an  faisant  pour  abréger  ^    :.  :    * 


|-Ac  +  *>,        (.0) 


on  aura  dans  le  premier  cas , 


-% — -^ 

dt 


,, ,  I    R  gin  o  cos  6  cos  (A  —  a) 

dt 


i:  •.      I 
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et  dans  le  second , 

d*a 

h 

de 


En  réunissant  donc  les  trois  équations  (6),  (ip),  (g)»  après 
aToir  développé;  cette  dernière»  et  substitué  pour  X'  et  T. 
leurs  valeurs  données  par  les  formules 

X'= — ^l=^ii^\«nA4-*8in(A  — «')-cQsA, 


I  ^t 


T=:       ^i-— ^l.VcosA.+  i?8in(A  — ^)-sinA, 

on  aura  pour  déterminer  les  inconnues  r,  ç,  ^,  les  trois  équa- 
tions suivanteisi  : 

r»  =R»  +  2R  cos  (A  —  a).c  +  — r?  > 
•  ^  '  ces'*  b 

+2~.l  «sîn(A-#}.cos(A-a) ^— .sîn(A-itz) 

+2^-T- J  e  sîn(A-^) .  8În(A-à)+.-TW^«fios(A.-a)' . k 

On  satisfera  à  ces  équations  par  des-^éisàis];  pour. cefar^  on 
donnera  d'abord  à  r  une  valeur  arbitraire  y  on  supposera  y  par 
exemplci  f  t=?.  i  .$  on. déduira  des  deux  .premJèi^>i^aations  (A) 

les  valeurs  correspondantes  de  ^  et  -/^   et  en  les  substituant 

dans  là  troisième^  elle  fera  connaîtra  l'erreui^  de  la  supposi- 
tion. Après  quelques  épreuves ,  on  déterminera  de  cette  ma- 
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iiiire>  a^ec  toute  la  précision  nécessaire ,  les  trois  quantités  r, 

de  .  ^ 

^f  ~  9  on  pourra  ensuite  vérifier  ces  râleurs  en  les  substituant 

dans  celle  des  équations  (7)  qui  n'aura  pas  été  employée  à  la 
solution  du  problème. 

Les  équations  (A)  conTiennent  à  tous  les  cas  qui  peuTcnt 
se  présenter;  cependant,  comme  letir  résolution  entraine  dans 
des  calculs  pénibles ,  nous  observerons  qaW  peqt  éviter  cet 
inconvénient  dans  un  cas  très  étendu  > .  celui  oii  les  données 
du  problème  permettent  de  faire  usage  à  la  fois  des  deux 
équations  (7).  En  effet,  en  éliminant  entre  elles  Finoonnue  r, 
on  trouve 

en  supposant  pour  abréger 

._       ,   X  (nd'm — md'n)  —  Y  {nd'l  —  U^n  ) 
*~       •'    X  {ndm  —  mdn) — Y(^ndi  ---idn)     ' 
on  bien 

rA'%<^«j.WA     ^/Jfl'  .        i       d^b  ,     a    dh^\ 
«.I  ^^^^"^>"5F+"°^^"^^'U^-  '  smbcosb'à^  '  cos'Â'rfT-j 

•  '  ,.      ^  da  ^  sin(A-a)  db 

cos(A-a).ti7+-T-T — r*:7r 
^        \dt     sinbcosb  dt 

■        » 
Si  dans  la  troisième  des  équations  (A)  on  substitue  pour  -7-  sa 

valeur  (a) ,  on  aura  "    '  ^ 

r»=R*+2R<îôs(A— a).c+-4iS 

•  ^  '  ^^cos'd*  -    - 

-^Tr-l+a'\*-[«in(A-«).  C06(A*^)«  -.-—  .8in(A-a)] 


I-  > 


H-^.[«Mii(A-#).8in(A-fl)4-i^.oos(A*^)] }.cf  (^) 
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et  le  problème  est  alors  réduit  à  la  résolut  !oq  de  ces  deui; 

équations.  Elles  fieront  connaître  inunédiatement  r  et  c>  et  Fon 

de 
en  conclura  -j  au  moyen  de  Péquation  (a). 

On  pourra  employer  ces  formules  avec  sûreté,  toutes  les 
fois  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'expression  de 
i  ne  deviendront  pas  de  trop  petites  quantités  pour  être  déter- 
minées avec  précision  ,  ce  qui  arriTerait,  comme  il  est  facile 
de  s'en  assurer,  dans  le  cas  particulier  où  le  Soleil  se  trouye- 
rait  situé  à  très  peu  près  dans  le  même  plan  que  l'orbite  ap- 
parente de  la  comète ,  à  l'époque  de  l'observation  moyenne. 
La  méthode  précédente,  ainsi  simplifiée,  est  sans  contredit  la 
plus  commode  que  l'on  puisse  employer  pour  la  détermina- 
tion  des  orbites  des  comètes. 

Lorsque  les  quantités  ''1  C«  3^>  seront  connues,  on  déter- 
minera, au  moyen  des  équations  (i)  et  (8),  les  valeurs  des 
six  quantités  X,  y,  s,  x\  y\  %\  et  par  suite  tous  les  élémens 
de  l'orbite  parabolique.  Si  l'on  veut  se  borner  à  déterminer  la 
distance  périhélie  qui  suffit  pour  procéder  immédiatement  à 
la  recherche  de  l'orbite  corrigée,  en  nommant  D  cette  dis-* 
tance,  on  aura,  n*  17,  livre  III , 

La  première  des  équations  (A)  différenciée,  en  observant  qu*on 
a,  n*  8,  en  négligeant  le  cube  de  l'excentricité  de  l'orbe  ter- 
restre, 


rfR  ...         .       rfA       1— i 

-j|-  =  i?8m(A  — âr),       -j-  = 


ie* 


d^       ^^  ''     dl  R-     ' 

donnera 

CI— -e*  ni 

^sin(A  —  4v)cos(A  —  a)  —  — ^ — .s!Q(A-*a)   j)(Ç) 


da 
-f-  C  •  1^  **û  (A  —  a)  .  -^-  +he  sin  (A  —  tt)* 
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Eq  nommant  ê  cette  quantité»  elle  fera  oonnaitre»  n*  17 ,  lÎTre 
cité,  selon  qa*elle  sera  négatÎTe  ou  positm,  si  la  oomëte  s'ap* 
proche  du  périhélie,  ou  si  elle  l'a  déjà  dépassé»  00  anra^ensuile 

D  =  r  — i.«*j 

la  distance  angulaire  v  de  la  oomëte  à  son  périhélie  sera  donnée 
par  l'équation  de  la  parabole , 

cos*  i  f  =  — . 

On  déterminera  enfin  par  la  table  des  comètes  le  temps  que 
la  comète  emploie  à  décrire  Faogle  v^  et  ce  temps  ajouté  ou 
retranché  de  l'époque  de  l'observation  ^  fera  connaître  l'ins- 
tant du  passage  par  le  périhélie. 

2.  Il  ne  reste  donc,  pour  l'application  de  la  méthode  précé- 
dente 1  qu'à  montrer  comment  on  formera  j  d'après  les  données 

de  l'obsenration,  les  valeurs  àes  ooefficiens  différentiels  ^r-»  ^fi 

-y-^  -r-r.  Voici  la  manière  la  plus  simple  de  procéder  à  cette 

opération. 

Soit  a  la  longitude  de  la  comète  à  l'instant  011  l'on  fixe  l'ori* 
gine  du  temps  /;  on  prendra  pour  cette  époque  celle  de  l'ob- 
servation qui  tient  à  peu  près  le  milieu  entre  toutes  les  antres; 
on  pourra  au  bout  d'un  temps  quelconque  t^  peu  éloigné  dé 
cette  époque  9  supposer  la  longitude  a'  de  la  comète  repré- 
sentée par  la  formule, 

,  .       da       t^   d*a   ,     t^      d^a   ,  ,     ^ 

«=«  +  <.3^+-.5-  +  ^.3p.+  ,etc.    (n) 

i 

lOn  formera  autant  d'équations  semblables  à  la  précédente 

qu'on  aura  d'observations ,  et  l'on  pourra  déteripiner  par  leur 

da    d^a 
j  moyen  autant  de  coefficiens  -T-y  -r^,  etc. 

,'     Prenons  donc,  pour  fixer  les -idées,  trois  observations  quel** 
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conques  de  la  comète;  désignons  par  a^^  a ,  a,  les  trois  lon«- 
gitudes  qui  leur  correspondent ,  et  soient  ê  et  é'  les  espaces  de 
temps  y  exprimés  en  jours  moyens  solaires,  qui  séparent  res- 
pectivement les  deux  ob^ryations  extrêmes  de  l'observation 
moyenne;  on  aura,  d'après  la  formule  généralci  les  deux  équa*^ 
tîons  suirantes  :  ■ 


dt      1 .2  de"  ' 

,  ,,  da  ^    6'*    d^a 

a'-^a   =«:o  .-7-+'  — • -rr* 


(12) 


Si  l'on  nomnle  £",  b ,  h\  les  latitudes  de  la  comète,  correspon- 
dante* anx  trois  obserrations ,  on  aura  de  même 

b  —  i»  s=fl.T --rat 

dt       1.2  de\ 

b'-b   =^'.f  +  ïl..%^    ^' 
dt       i.^  dV" 

La  résolution  de  ces  équations  donnera  les  valeurs  des  quatre 
quantités  jT  >  g^  >  57»  TJ»  ^^  s'agissait  de  déterminer.  . 

Dans  les  équations  précédentes,  les  intervalles  de  temps  9  et  6' 
étant  exprimés  dYi  jours  moyens  solaires,  pour  l'uniformité  du 
calcul,  on  les  multipliera ,  n®  8,  liv.  III,  par  le  nombre  dont  lé 
logarithme  est  8 ,  235582 1 ,  et  l'on  convertira  en  même  temps  les 
arcs  a— a%  h  •=—  i®,  etc.,  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité. 

L'exactitude  de  la  méthode  précédente  dépend  surtout  de  là 

,  .  .       ,         ,  ,         '     ^.^.    da     dh    d*a    d'h  ' 

précision  des  valeurs  des  quantités  ^T  '  37  >  5?  '  3^*  *^®*  ^^^ 

w 

reurs  des  observations  doivent  influer  d'autant  plu$  sur  les  deux 
dernières  qu'elles  seront  plus^etites;  il  sera  donc  bon  de  n'em- 
ployer, comme  cettq  méthode  permet  de  le  faire  ^  que  la  plus 
grande  de  ces  deux  quantités. 

On  conçoit  qu'en,  multipliant  .le$  observations  de  la  oomète, 
on  pourrait  former  autant  d'équations  semblables  aux  équa- 
tions (12)  et  (c3)('en  combinant  ensuite  ces  équations  par  la 


\ 
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méthode  des  moindres  carrés ,  on  formerait  quatre  nonrelleé 

équations  qui  senriraient  à  déterminer  les  inconnues  nr  »  j-} 

-r7y  ^*  Mais,  indépendamment  de  la  longueur  des  calculs, 

on  a  reconnu  qu'on  q'était  pas,  par  ce  procédé  |  conduit  a  des 
résultats  plus  certain» ,  parce  que  les  erreurs  des  obserralions 
prenaient  alors  d'autant  .plus  d'influence  sur  les  résultats 
qu'elles  étaient  plus  nombreuses.  Il  faudra  donc,  dans  cette 
méthode  comme  dans  les  autres,  se  borner  à  employer  trois 
observations ,  nombre  strictement  nécessaire  pour  résoudre  la 
question ,  et  alors  elle  en  offrira  peut-être  la  solution  la  plus 
simple,  parce  qu'on  peut  se  servir  immédiatement  des  données 
de  l'observation  sans  leur  faire  subir  aucune  préparation.  H 
suffît  à  la  sûreté  des  résultats  que  les  observations  ne  soient  pas 
trop  éloignées  entre  elles  pour  que  la  formule  générale  (ii) 
cesse  d'être  convergente. 

3.  Pour  faciliter  l'usage  des  formules  précédentes ,  nous  allons 
en  faire  l'application  à  la  comète  de  i8?49  dont  nous  avqns 
déjà  déterminé  l'orbite  d'une  autre  manière  dans  le  n®  23  du 
livre  m. 

Je  choisis  les  trois  observations  suivantes,  qui  sont  séparées 
par  des  intervalles  de  temps  assez  inégaux  ;  cas  oii  il  sera  sur- 
tout avantageux  d'employer  la  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
poser ,  parce  que  celle  qui  est  développée  dans  le  livre  cité 
suppose  toujours  les  différences  de  ces  intervalles  très  petites, 
et  que,  sans  cette  condition,  elle  ne  donnerait  plus  ies  résultats 
suffisamment  exacts. 

Longi  t  udes  obsf  ryees.  Latitudes  obsenrces. 

Août.     4'',92748      ù?..  252" 32' 29*      b^...  48"   ^' tig' B 

16,93308      à...  237.27Vi2       &••••  55.19.43 
Sept..    3,91004     'a^•.  2i8.  4*^4     ^^••*  6i.  4*^^* 

Si  l'on  prend  pour  époque  l'observation  ^u-  t6  août ,  on  aura 

*■       '   .  '    '  '     .j  ,  "  '  . 

a  =  a37.»a/ia'',,.'.     4=s55«.i9'43% 
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et  pour  les  intervalles  de  temps  6  et  i'  qui  séparent  les  deux 
observations  extrêmes  de  l'observation  moyenne , 

1^  =  1 2^^6o56o ,        é'  =  1 7'*,97696. 

Si  l'on  ajoute  aux  logarithmes  de  chacan  de  ces  nombres ,  le 
logarithme  constant  8.2355821  ^  et  si  l'on  réduit  les  arcs 
a^  "^a^  a  —  cl  en  parties  du  rayon  ,  on  formera  les  deux 
équations  suivantes  : 

0.263336  =  —  o.2o6522.  -y-  -J-  o. 021326. -T^r. 

—  0.338196  =        0,309;^^.^  +  o  •  047815. -j-j, 
d'où  l'on  tire 

^  =  — i.2oa436,        ^=10.703698. 

On  aurait  de  même,  relativement  k  la  latitudq, 

—  0.125731  =  —  o.2o6522  • -17  +  o. 031826. '-i-^ 

0.100245  =      0.30924a.---  4'  0*047815  • -^, 

Joîi  Pon  tire 

^  =  0.494828,  -^  3=  -.-  1.103768. 

On  a  d'ailleurs,  par  les  taUes  du  Soleil  pour'  l'époque  de  l'ob- 
scrvatioti  moyenne, 

A  =  323'' 53^ 29"  log.  R ...  o.oo5i558, 


■  ^a 


1  "—  -  e 
log.  — gi —  s=  9*99478^^    log.tf  sin(A — et). . .  8.0684537. 

Avec  ces  valeurs  ,  on  a  formé ,  au  moyen  des  formules  (C) 
et  (a) ,  les  trois  équations  suivantes  : 

TOMF  II.  32 
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-  =0.488204-0.28372  ^+i.3oS^Z*^j 

T 

g=-o.348376.«, 

el  leur  résolatioo  a  donné 

r=  1.24584,    ^  =  0.39399,     ^=  —  0.13726, 

d'où  Ton  a  ooncla,  par  la  formule  (r) , 

«=—0.701284; 

on  a  trouTé  ensuite,  pour  la  distance  périhélie ,  et  pour  l'ins- 
tant du  passage  au  périhélie , 

D  =  0.99999 y     inst  du  pass.  sept.  3o^',o37i. 

On  peut,  arec  ces  élémens  approchés,  procéder  immédiate- 
ment à  la  détermination  exacte  de  l'orbite  par  les  méthodes 
exposées  dans  le  chapitre  II  du  livre  III. 

Il  existe  encore ,  pour  la  détermination  de  l'orbite  des  co- 
mètes, plusieurs  méthodes  généralement  fondées  sur  le  rapport 
remarquable  qui  existe  entre  la  corde  qui  soustend  un  arc  quel- 
conque de  parabole,  les  deux  rayons  vecteurs  menés  à  ses  extré- 
mités, et  le  temps  employé  à  le  décrire;  mais  nous  n'entrerons 
dans  aucun  détail  à  cet  ^ard ,  parce  que  ces  méthodes,  quoi- 
que ingénieuses^  nous  paraissent  manquer  du|principal  avantage 
qu'on  doit  rechercher  pour  les  applications,  celui  de  la  simpli- 
cité dans  les  calculs. 
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NOTE  V. 

Sur  la  détermination  du  prochain  retouf  au  périhélie 

de  la  comète  de  1759^ 

Dans  le  n®  4^  du  troisiëme  livre  ^  j'ai  dit  que  l'altératiçu 
qu'éprouva  le  moyen  mouvement  de  cette  comète  par  l'^^ction 
de  là  Terre,  en  1759,  avait  été  déterminée  par  Burckart ,  et 
qu'il  avait  trouvé  +  o|',02679  V^^^  '*  valeur  de  cette  al)i,çr«,r 
tîon.  J'ai  eu  depuis  lors  l'occasion  de  reprendre  .0^  calcul  c\\ 
m'oecupant  d'un  mémoire  sur  la  détermination  des  perturba  r 
tions  des  trois  comètes  périodiques  que  nous  connaissons ,  .ti:«(r 
vail  auquel  l'Académie  royale  des  Sciences  a  décerné.  Je  p;rîx 
qu'elle  avait  proposé  sur  ce  sujet ,  pour  le  concours  d(t  .iÇ^« 
En  '  attendant  que  je'7>uisse  publier  *  ce  '  travail  en  entier  ,  je 
vais  en  extraire  les  rë^tiltàts  que  j'ai  obtenus  relativement  à 
l'action  de  la  Terre  sur  la  comète  dite  de  HcUley^  et  indiquer 
lamanctfare^que  )^i  sttivie  pour  les  obtenir. 

La  grande  proximité  entre  la  comète  et  la  Terre  n'a  eu  lieu 
qu'après  le  passage ^(lu  périhélie  de.XfSp,  et  jusqu'à  ^^tté 
époqufi^  liç  calcul  i^optre  qu'on  peut  régarder  l'actioo  de  ùèCtè 
planète  comme  insensible.  La  comète  s'est  ensuite  approchée 
de  plus  en  p(us  de  la  Terre  depuis  le  ^3  nlara^;  instant  du  jias- 
sage,  jusqu'au  stg.avril^  époque  où  t^a  distance  était^moindt^e  Qtië 
le  quart  de  la  distance  delà  Terre. auSoleil^elleisfeôest^hêûllë 
rapidement  éloignée,  et  bientôt  la  Terre  a  cessée d'eiercék^Mn^ 
elle  aucune  influence. appféçiable.  D'après  cela,  j'ai  calciiiéjlai^ 
la  méthode  du.n°.35.|Jivre.III,  et  eu  faisant  varier  de  de^fijf 
en  degré  l'anomfdie  exceatriqiue ,  les  altérationa  des  divers  élé« 
mens  dp  l'orbitf^  rési4t^tes  de  l'action  d)e>la  Terre  »  peîldàiit 
la  révolution. acjtijij&llQ  II  <|eptijs  o**  jusqu'à  4^®.  Dans  cette  éta* 
luation,  je  n'aipas  tex^n  compta  de  l'action  delà  Terre  0iill-te' 
Soleil  9  parce  que  j'ai  sjuppf^  que  ces  actions  se  compensenfà' 
très  peu  près  dans.lesdifiérentes.  révolutions  de  la  Terr^  a^MMr' 
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de  cet  astre  >  pendant  l'intervalle  qui  s'écoule  entre  1769  et  le 
prochain  passage  de  la  comëte  au  périhélie.  Cela  posé,  j'ai 
trouTé 

/î/n  =  o*,  0:^555. 

.  4     .  ;    -,  • 

Les  Tariations  des  ai^tres  éléiiiens'  sont  insensibles ,  et  les  ya- 
leurs  des  trois  intégraIès/M7»,  fd;  fdt,  par  exemple,  ne  s'élërent 
pas  à  quelques  secondes  dans  l'interraUe  que  nous  considérons. 
On  peut  donc  supposer  ici  la  variation  de  l'anomalie  DAQyetinc 
égale  à  tr^.peu  près  à  t/rif  ^désignant  la  tçmps  da  la  révéla- 
tion anomàlistique  de  la  comète.  Si  l'on  prend  ponr  t  la  vàhur 
i8bb7/  que  nous  avons  trouvée  n®  4^»  Uvre  cija>  on  i^ura 
/dÇ=s:-f.687  .71.  Nous  avons  trouvé»  même  numéro,  pour 
l'altération  de  cette  anomalie  résultante  de  l'action  de  Jupiter, 
Saturne  et  Vranus^  pendant  le  même  intervalle, -^  37 14'' 4  4^- 
On  aàra  donc,  pour  sa  râleur  complète »yi^=:-t: 44^2* , i4.;  «t 
ëà  nbmmânt  T^  Pîntervalle  de  temps;  compris  entre  le  ffts^faffl 
au  périhélie  176901  le  pa«,sage  procha,in,  on^ura. 

ceiq^ii  il  ooiiipter  du  1  S, 2  mars  1759/dbnfiele  3,3  ntMreinbre 
j835|,îpQar  l'époque  da  prochain  retour  de  là  comète  à' son 

péitihélie..  ■  .  '  •     ';•;  '  •  •"■  ■ 

. , , L'évaluation  préeédëifter  po^rté  à  i^/^gle^rcltàrd  que  Ta  coiiiète 
épipuiie  dans^  sa*  inarche^  phi^  l'action  def  laïéii^e.  Burôkart 
avait  trouvé  i^  tk>ur  cieirétâi^d,  et  M.  Damoiseau  ,  qtti  Va  pa- 
reillement oaloulé.'l'a  ûvè  il  t'ï2&^  siràleteietit:  Au  reste,  dette 
détermination  est  fbri  délieatë ,  el'  fatt'  dbft  s'attendre  S  plu- 
siei&rs  yourt  d'incertitude  y  si  l'on  n'a  pas'soindercs^eryè'iè'Atitant 
que.  posiisjble  les  intervalle  d^nomalté^'éxècAtrictùe  |^enâah( 
l'espace  ofx  la  èbmèée  Rapproche  faeMtebtipf  de' lia  Térrëi  La 
méltio^e  que  M.  I%imois)Bau  a  suivie  dlins 'sbU  Càldtil'difiUrë  de 
<»ll^.qu0  l'on  cbiploie  d'ordinaire;'  pt'iâcî^IeMénteii- (sè  i^'u'aii 
lie^  de  prendre  Fanottalie  e^caôtfrdjftke  péur.àbs^drssiB  de  1â: 
cpifube  paraboiicfne,  qui  dcfnAe  par  sa' quadrature  fés'  varia- 
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tioDS  finies  de  cliacan  des  élémens  de  l'orbite  >  il  clioisit  le 
temps  pour  cette  variable.  Ce  procédé  ^  dont  Ënler  avait  déjà 
fourni  L'exemple  dans  une  occasion  pareille^  peut  être  ttlnati- 
tageux  lorsqu'il  s'agit  des  Cdrrfëtes  à  courtes  périodes ,  parce  que , 
dans  la  partie  supérieui^  de  l'orbite  >  lesj|degrés  d'anomalie 
excentrique  répondant  à  des  intervalles  de  temps  beàuo<»op 
plus  considérables  que  dans  la  partie  inférieure,  il  en  résulte 
des  variations  fort  inégales  dans  les  élémens  dé  l'orbite.  Si  ht 
méthode  proposée  par  M.  Damoiseau  offre  donc  toute  la  sArété 
et'la  simplicité  désirables  dans  les  applîcatîonsf  nttméri^taes ,  il 
sera  bon  de  l'adopter  pour  ce  cas.  Cest  à  l'expérience  à  décider 
cette  question  (*). 

NOTÉ  VI. 

«  ■      '         ■ 

/"  ■  ■  .  ■    ■ 

»  •  .  .  •  •  • 

Sur.  le  plan  invariable  du  système  planétaire. 

.  ■  ■  •  '  .     •  •  ■  •    ,■• 

Je  n'ajouterai  que  quelques  mots  à  ce  que  j'ai  dit^ur  cet 
objets  dans  le  n**  79  du  .^cond  livre.  Les  adversaires  i|e  U 
théorie  connue  de  ce  plan  prétendent  quQ  les  changemefis 
que  peuvent  produire  dans  sa  position  relliptîcité  et  la  rotiir 
tîon  du  Soleil  avaient  échappé  à  l'esprit  si  clairvoyant  de  soi^ 
inventeur ,  et  quciy  par  ce  fait  même ,  la  déi^rminsttion  de  ce 
plan,  telle  qu'elle  résulte  de  ses  formules  ^  est  i^icomplète.  1| 
est  facile  de  répondre  à  «et  argument.  Ëi|  effet  j  si  des  varia* 
tio^s  dues  aux  causes  ci-dessus  mentionnées  existjaîent  dans 
la  posltipu  du  plan  inva^^bjcj  c'est  aux  éqp^tiouA.méme  du 
mouvesment  de  transaction, fies  corps  célestes,  qu'il  i^^udrait  re* 
coui'ir  pour  l^.détarmiiier^  Nous  avons  montré  dans  le.n°  10 
du  livre.cité ,  que  les  circonstances  inhérentes  à,  la  conslitur 
tion  de  notre  système  plapi^taice  autorisent  à,  négliger  dans  ce 
mouvement  tous  les  terxnes  provenant  de.  )a  figure  non  ellip-, 
tique  di^.  Soleil  et  des  pli^ivèles;  c'est  ce  qu'a  fuit  liaplace  |  c'e^t 
ce  qu'ont  fait  tous  les  géomètres  qui  l'ont  précédé  ;  fcien^pjwftj 


(^)  Connaissance  des  Tems  pour  i83a. 


